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A- Principe des Séries de Fourier

Il est naturel de commencer cette étude par les Séries de Fourier, que I’ on écrit en abrégé SF.
Nous verrons au chapitre 7 qu’ elles représentent un cas particulier de la Transformée de Fourier
(TF) lorsgue I’ on applique cette derniére aux fonctions périodiques. Lafigure lareprésente la
fonction sinus (x). C’est une fonction périodique car on peut ladiviser en intervalles identiques.
Lafonction d onde carrée alafigure 1b est aussi une fonction périodique. Historiquement, il est
connu depuis longtemps que I’ addition de deux ou plusieurs fonctions périodiques donne une
nouvelle fonction périodique. |l était aussi connu que si pour composer cette nouvelle fonction
on utilisait uniquement des sinus (ou des cosinus), on pouvait les retrouver par analyse al’ aide
des formules d’ Euler-Clairaut. Le baron Joseph de Fourier a grandement étendu I’ application
desformules d Euler-Clairaut aux autres types de fonctions périodiques; de sorte que ces
formules sont aujourd’ hui plus connues sous le nom de formules de Fourier.

(a)

Figurel.
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Il existe plusieurs versions équivalentes pour les formules de la SF. Dans le cas d’ une fonction
de période égale a 211, nous retrouvons généralement la formulation suivante:

foy = QT” + E (a2, cos(nx)+ b sin(nx))

- n=1

ou lavariable ‘'n’, appelée lafréguence, est un nombre entier alant de 1 jusqu’al’infini. Les
coefficients ag, a, et b, sont calculés en appliquant les formules de Fourier (ou d’ Euler-Clairaut):
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Ces formules apparai ssent a premiere vue rébarbatives, mais nous allons voir qu’ elles cachent
derriére elle un principe fort smple. Rappelons d' abord que I’ intégrale ne fait que calculer la
surface entre une courbe et I axe des X. Cette courbe est représentée par |a fonction f(,y dansla
premiére équation et par e résultat de la multiplication de cette fonction f,) par cos(nx) ou

sin(nx) dans les deux autres. Notons aussi que dans ce dernier cas, il ne s agit pas seulement
deux équations mais bien de toute une série (infinie) puisque que n variede 1 jusgu’al’infini.
Rappel ons également deux propriétés importantes de I intégrale:

1. D’abord, bien que I’ intégrale calcule une surface, il S agit d’ une surface arithmétique et
non pas géomeétrique; de sorte que le résultat peut étre positif ou négatif. On dirade cette
surface qu’ elle est positive s elle est située en haut de |’ axe des X et négative si elle est
en dessous. Si elle est située de part et d' autre, on soustrait |a zone négative de la partie
positive, de sorte que le résultat final sera plus petit que la surface géométrique et peut
méme étre égal a zéro.

Une intégrale de zéro ne signifie donc pas que la courbe est collée sur I’ axe des X mais
simplement qu’ elle est répartie également de part et d’ autre de cet axe. Mentionnons tout
de suite que I’intégrale d’ un sinus ou d’ un cosinus sur une période compl éte sera donc
€gale a zéro, puisque ces fonctions sont symétriques par rapport al’axe des X. C'est ce
concept qui est en bonne partie responsable du fonctionnement des formules de Fourier.
De plus, comme les surfaces sont additives, nous pouvons écrire que:

2. I'intégrale d’ une somme de termes est égale ala somme des intégrales de chacun de ces
termes:



bl‘{f{.x)+f;,{.x}+...}cix = blgf{.x}ci.x+bl‘jg{.x}cix +..

Ces propriétés sont illustrées alafigure 2 pour lafonction sinus. En (a) nous voyons de la
propriété # que I’ intégrale de sin(x) entre O et 211 est toujours égale a zéro, tel que mentionné
plus haut. Le choix des bornes n’apas d importance, la seule condition étant que I’ on doive
intégrer sur une période compleéte; soit un intervalle de 2rtdans ce cas-ci. Si nous répétons
maintenant ce calcul pour lafonction sin2(x), illustrée alafigure 2b, nous voyons d' abord que
cette courbe est située exclusivement en haut de |’ axe des X; son intégrale ne sera donc pas nulle
mais positive et donne dans les faits un résultat de Tt
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Enfin, si nous calculons|’intégrale pour lafonction f = Sin(X)sin(2x), nous obtenons de
nouveau 0, comme le montre lafigure 3.:

[ wnter) e =0

Figure 3.

Il en sera de méme pour tous les cas ou la fréguence de la premiére fonction sinus sera différente
delaseconde. Si nous prenons le cas général d une fonction sinus de fréquence n et
d amplitude A, nous obtiendrons toujours les résultats suivants :



-
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|IJ Asmi{kx)y*sm(px)dx =0 Sk En

*

-

e
IIJ Asm(kx)*sm(px)dx = Axr s k=n

*

Ainsi, par exemple, hous aurons les résultats suivants:

2 . .
| Asm(2x)*sm(3x)dx =0 car 2 #

*

-

A
| Asm(3x)*sm(3x)dx =Ar  puisque 3=3

*

De fagon générale, nous pouvons donc écrire que les intégrales du type | A sin(kx)sin(nx)dx,
intégrées sur une période complete de 211, seront toujours égales a ATt pour lescasou n = k et
€gales a zéro pour tous les autres, ¢’ est-a-dire pour lesvaleursde n # k. Dansle premier cas,
nous n’avons plus qu’ a diviser le résultat par Ttpour retrouver lavaleur de I’amplitude A; cela
guelle que soit la fréguence de base puisgue ATt est indépendant de n. Enfin, dansles cas ou
nous multiplions entre-elles deux fonctions sinus et cosinus, le résultat obtenu sera toujours égal

a zéro; peu Importe les valeurs de n et de k.
&

Figureb.

Nous allons maintenant prendre le cas d’ une fonction périodique composée par la sommation de
sinus et cosinus de fréquences et d’ amplitudes variées:

foy = Ao+ Arsin(kyX) + Apsin(kox) + ... + By cos(kyX) + Bocos(koX) + ...
=Ag + Agsin(x) + Ay Sin(2x) + ... + By cos(x) + B, cos(2x) + ...

Dans sa deuxiéme formulation, nous couvrons I’ ensemble de toutes les fréguences, ¢’ est-a-dire
que nous posons que k, = 1, 2, 3...; ce qui nerestreint en rien sa genéralité puisque chacun des
coefficients A, et B, peut étre égal azéro. Appliquons maintenant la deuxiéme formule de



Fourier, ¢’ est-a-dire que nous allons multiplier cette fonction par sin(nx) et I’ intégrer sur une
longueur de 21t:

<2

| Jixy sin(&x)dx

«0

ada
= | [4, + A4 sin(x)+ A, sin(2x) +...+ B, cos(x) + By cos(2x) +.. Jein(kx)dx

Iazfr Aysmfx) + A sm(x) smikx) + 4 sm(2x) sm(kx) +...
X
-0 + By coz(x)em(kx)+ B, cosQx)sm(fx) + ...

= fﬂzﬁAﬂ sin(kx )edx + I‘;ﬁfll sm(x ) sm(kx)dx + I.;frfl2 sin(2x)sm(kx)ds + ...

*

adm adm
+ ||J By coslx)sm(kx)dx + ||J By cos(lx)sm(kx)ax

= 0+0+.. . +A, 7+ +0+0+...

car toutes les intégrales de la premiére partie de |’ avant-derniére étape valent zéro si n # k tandis
gue toutes celles de la seconde — |a ou on multiplie entre-elles des sinus avec des cosinus — valent
zéro. 1l nereste plus que lavaleur du coefficient A, multiplié par Tt En choisissant les valeurs
de k, nous pouvons ainsi calculer un par un les coefficients A,,. De méme, en utilisant la
troisieme équation de Fourier, il est possible de calculer les coeffficients B,,, associés aux
cosinus, en remplagant sin(kx) par cos(kx) dans le calcul ci-dessus. Quant au coefficient A, qui

correspond au déplacement vertical de lafonction, on le retrouve facilement en appliquant la
premiére équation de Fourier, ¢'est-a-dire en intégrant smplement la fonction f,, sur une

période compl éte car alors|’intégration de tous les termes sinusoidaux donne O :

s2m

I Flx)dx

«0

= jj”[Aﬂ + A sin(x) + Ay sin(25) + ..+ B, cos(x) + B, cos(2x) +.. Hx

= 'I.;ﬁ/-]ﬂ-:ix + J.DQKAI sm(x s + 'I.;ﬁ.#lz sin(2x)dx+...+ J.DQWBI cos(x)ds + f;ﬁ B, cos(2x)dx
= J‘UzﬂAﬂ.:ﬁx+0+0+...+0+0+...

= 274,

Notons que dans la formulation habituelle des SF, celle qui est fournie au début de ce chapitre, le
terme A est remplacé par ay/2; ce qui permet de rendre uniformes les trois équations de Fourier
en les divisant toutes par 1/t Ce changement aura son importance lorsgue nous verrons
I’intégrale de Fourier, car cestrois intégrales seront alors fusionnées en une seule. Dansles cas
ou la période est différente de 211, nous pouvons appliquer les formules équival entes suivantes:
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B- Les Séries de Fourier

Alors qu Euler et Clairaut s étaient intéressés uniquement aux fonctions dont ils savaient étre
composeées exclusivement de la sommation soit de sinus, soit de cosinus (mais pas un mélange
des deux); le baron Joseph Fourier, lui, avoulu savoir ce qu'il advenait des autres types de
fonctions périodiques. Au début des années 1800, alors qu’il s'intéressait au probleme de la
transmission de la chaleur dans les barres - qui était un probléme de calcul différentiel et intégral
fort d' actualité al’ époque - il s est demandé s'il était possible d’ approximer une fonction
périodique quelconque en la décomposant en une somme de plusieurs sinusoides. |l S est posé
cette question car, S'il savait calculer la solution de latransmission de chaleur dansles casou la
variation de latempérature al’ une des extrémités était soit constante, soit suivait une fonction
sinusoidale, il ne le pouvait pas pour les autres types de variation, comme par exemple s'il

S agissait d’ une excitation semblable a1’ onde carrée de lafigure 1b. A justetitreil s est donc



demandé s'il était possible d approximer I’ onde carrée (ou plusieurs autres fonctions
périodiques) par une somme de sinus ou de cosinus; lui permettant ainsi de diviser le probléme
de base (I’ excitation en forme d’ onde carrée) en plusieurs sous-problémes connus (chacune des
sous-excitations sinusoidal es).

Il adonc cherché asavoir quels types de fonctions périodiques il pouvait ainsi approximer et
guel en serait le degré de précision. A son grand étonnement, il S est apercu qu’ en utilisant
simultanément une somme de sinus et de cosinus, il pouvait approximer n’importes quelles
fonctions périodiques, avec le degré de précision voulue; cela a condition de respecter certaines
conditions peu restrictives, comme par exemple | absence de point situé al’infini ou de valeurs
indéfinies. Ladémonstration exacte de ce théoreme sort du cadre de cette présentation mais la
figure 6 en montre une illustration graphique pour lafonction d’onde carrée. On'y voit le fait
gue la soustraction de lafonction d’ onde carrée par une fonction sinus fournit un reste
(différence) dont la fréquence est d’ ordre supérieure. 1l est donc possible d’ approximer ce reste
par une nouvelle fonction sinus de fréquence plus élevée et ainsi de suite jusqu’ al’infini; avec
une approximation toujours croissante.
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Et ainsi de suite... Pour ceux que celaintéresse, nous allons calculer la série de Fourier pour
cette fonction d’ onde carrée. On peut la définir entre Tt et -1t par les deux équations suivantes:
fo = -1 pour -t<x <Oetf)=1pour 0O<sx <7 Lespointsdelafonction situésa-, O et Ttsont

appel és des discontinuités, car la pente est infinie (verticale) a ces endroits. Si nous appliquons



les formules d’ Euler-Clairaut (ou de Fourier), nous obtenons:
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Sa série de Fourier est donc :

#
.

sin(x)+ sm(3x) 4 sm{3x) P sm(2p+1)
3 5 2p+1

5
i

fa=2

Nous voyons ce résultat alafigure 7. Avec la somme des trois premieéres ondes nous obtenons
déa une bonne approximation de I’onde carrée. La seule inégalité se situe aux points de
discontinuité, ou le point calculé par la SF est a mi-chemin entre les deux extrémes.



(a) 1
- ﬂV \ .

.9 L2 Cd
n s I
1 I\\."i----ﬂ"',- &-ﬂ'
4/ . in 1z} .
sy frin 2 - 24425) e

u-‘-“‘

y.]l, -

(e) e e e
4

Y L i O fr =~ _f’*‘-_‘
-t = S R e g I
VAT, ndr . gindz]
[ - ’ sjﬁ(flﬂ:*i‘ﬁilr J}f

- S =

Figure7

C- Fonctions paires et impaires, notion de phase

Lafonction cosinus est appelée fonction paire car elle est symétrique par rapport al’axedesY,
c’ est-a-dire que cos(x) = cos(-x). Quant alafonction sinus, elle est du type impaire car elle subit
uneinversion de signe autour del’axedes Y : sin(x) = -sin(-x). En fait, lorsque nous
transformons une fonction en sa série de Fourier, nous la décomposons en ses périodicités paires
et impaires. Prenons par exemple lafonction d’ onde carrée de lafigure 7a. Celle-ci étant
completement impaire, sa SF ne contient donc que des termes en sinus. Si nous la déplacons
cependant d’ un quart de période vers la gauche, elle deviendra paire et sa SF ne seraplus
composée que de cosinus. Entre les deux, nous obtiendrons une fonction asymétrique par
rapport al’axedesY, de sorte que sa SF comprendra des termes des deux types. Lanotion de
phase nous permet de calculer les SF successives d' une fonction lorsgque celle-ci se déplace le
long de I’ axe des X.

Pour commencer, prenons une fonction cosinus et observons ce qui se passe lorsque nous la
déplacons. Lesfigures 8a et b montrent larelation entre lafonction cosinus et le cercle
trigonométrique. Lavaleur de cos(0) est déterminée, sur le cercle trigonométrique, par la
projection du vecteur r sur |’ axe des X lorsque celui-ci fait un angle de 8° avec cet axe. Lorsgue
6 = 0°, levecteur r est situé sur |’ axe des X et lafonction cosinus est & son maximum.
Regardons maintenant ce qui se passe si nous décalons cette fonction de ¢° versla droite, pour



obtenir lafonction f gy’ illustrée sur les figures 8c et d. On voit que le vecteur r’ du cercle
trigonométrique a subit un recul par rapport a celui du cosinus. son maximum n’est plus associé
a0°, levecteur r’ devant parcourir une rotation supplémentaire de ¢° avant d’ atteindre ce
maximum. Nous pouvons donc ecrire que fg)' = cos(6 - ¢). Par exemple, danslecasou 6 = ¢°,
nous avons que f 4y = cos (¢ - ¢) = cos(0) = 1, soit bien le maximum permis. Danslecasdela
fonction sinus, figures 8e et f, sa phase est de —90°; ¢’ est-a-dire que sin(8) = cos(0 - 90°). Nous
pouvons donc dire que lafonction sinus est en retard de 90° sur lafonction cosinus ou, ce qui
revient au méme, qu’ elle est déplacée de 90° vers ladroite par rapport a cette derniére. Si nous
la déplacons vers la gauche, cette fonction sera en avance sur lafonction cosinus et sa phase sera
positive. On définit laphase ¢ d’ une fonction sinusoide comme étant |’ écart entre son vecteur r
et celui de lafonction cosinus.

~
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Nous allons maintenant calculer la série de Fourier d’ une sinusoide de fréguence unitaire (n = 1),
lorsque sa phase n’ est pas de 0°, en prenant une équation générale du type fg) = A1 cos(6 + ¢).
Le premier coefficient impair de sa SF nous est donné par |a seconde équation de Fourier :

AT
Aw = L | A cos(0+@)cos(t)dt

pralld

A eir
= —1| "[cos@) cosp —sin(@)sin p]cos@) 0

2?7 ﬂ'
= Al D cos? (J}Cnamcfﬂ—l ~:i11{()}si11q_-nco:::(())cf()}

2
= Al [Coml Cog (ﬂ)ﬁfﬂ—xmf*ln sin(()}cns(()}.:f():| car ¢ est une constante

Tcosp—0]

= Al CORp

¢ étant une constante, cos(¢) et sin(¢) le sont aussi, ce qui nous permet de les sortir des deux
intégrales alaquatrieme étape. Nous avons donc que Ay ¢ = A1cos(); ¢ est-ardire quele
premier coefficient impair de la SF d’ une fonction déphasée de $° est égal au premier coefficient
de lafonction originale multipli€ par cos(¢). Il est tout aussi facile de vérifier que By ¢ =

Bysin(9) et que les coefficients d' ordre supérieur sont fournies par les équations sont Ay, 4 =
Ancos(nd) et B, 4 = Bpsin(nd). Ainsi, pour la deuxieme fréquence, le déphasage varie deux fois
plus vite pour un méme déplacement que celui de la premieére fréquence car lalongueur d’ onde
de la sinusoide correspondante est deux fois plus courte.

Revenons maintenant ala fréquence de base. Comme ses deux coefficients varient en fonction
de cos(¢) et de sin(), une facon convéniente de se les représenter est d' utiliser un vecteur
semblable au vecteur du cercle trigonométrique, mais dont lalongueur sera égale a A plutét que
d étre unitaire. On |’ appelle le diagramme d’ Arcand. Ce dernier est trés utile lorsque I’ on veut
comprendre I’ addition de plusieurs ondes; comme on le voit alafigure 9.



Figure 9: déphasage et diagramme d’Arcand.

Connaissant les coefficients A, et B, d’une onde, il est facile de voir que son amplitude et sa
phase sont donnés par les formules suivantes:

A, = 1,“".,4.12 + Blz @, = tan %
1

L’intérét du diagramme d’ Arcand de lafigure 9 est tres général. Nous pouvons décomposer un
vecteur en la somme de deux vecteurs paralléles aux axes, que nous appelons ses composantes.
Comme I’ addition des vecteurs est associative, ce diagramme permet d’ additionner deux ou
plusieur ondes de phases et d’ amplitudes variées, ala seule condition qu’ elles soient de laméme
fréquence. Lafigure 10 en illustre quelques exemples.
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Figure 10: Addition d’ondes et diagramme d’ Arcand.

Regardons maintenant le cas du déplacement d’ une fonction dont la période est différente de 21t
Soit P cette période et Ax le déplacement effectué, le rapport Ax/P représente le déplacement
exprimeé en pourcentage d’ une période compléte, de sorte que le déphasage pour la premiere
fréquence serade ¢, = 21t (Ax/P). Pour les ondes de fréquences plus élevées, ce méme
déplacement correspond a un déphasage de plus en grand; puisque les périodes P,, sont alors de
plus en plus courtes. Comme une onde de fréguence n accomplit n rotations complete durant la
période P, nous trouvons que:

T -
f.-'.:ln = _‘IIL :
P

Dans les diagrammes d’ Arcand, I’ origine du second vecteur est toujours al’ extrémité du
premier; un déphasage de plus en plus grand définit ainsi un cercle centré sur I’ extrémité du
premier vecteur. Le graphique de |I’amplitude en fonction du déphasage nous donnera donc une
nouvelle fonction périodique. Si A et B représentent la grandeur du premier et du second
vecteur, on peut trouver par un calcul assez ssimple que || = (A2 + B2 + 2ABcosp)*2 quel’on
peut voir alafigure 11. Si A et B sont aangle droit, alors ¢ = 90° et P2 = A2 + B2, ce qui est la
relation du triangle de Pythagore bien connu.
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A-Laloi de Laue

Les ondes lumineuses ont les mémes propriétés d'addition que les fonctions sinusoidales
lorsgu'elles sont proches les des autres. Lorsque la différence de phase est nulle, ¢ = 0°, elles
sadditionnent pour former une onde d'intensité double: c'est I'interférence constructive; tandis
que pour une différence maximale de 180°, nous aurons une interférence destructive compléte et
I'intensité observée seranulle. Lorsgue son énergie ne correspond pas a un des niveaux
d'excitation d'un atome, le photon ne peut étre absorbé par ce dernier. Mais|'atome pourrale
dévier de satrgjectoire dans une direction quelcongue. C'est e phénomeéne de diffusion.
Historiguement, dans le cas des rayons-X, nous appelons ce phénomeéne la diffraction aux
rayonx-X.

Si nous plagons une plague photographique loin d'un cristal, lesrayons-X diffractés par deux
atomes du cristal seront paralléles au niveau de la plaque (figure 1). Si ladirection est 6, les
rayons diffractés par deux atomes voisins devront parcourir une différence de tragjectoire égale a
dsin(8). Lorsgue cette différence seraun multiple ‘'n’ de lalongueur d'onde, les rayons diffractés
seront en phase et nous verrons une tache sur laplaque. ‘n’ est appelé I'ordre de réflexion. Mais
s cette différence n'est pas un multiple entier de A, nous aurons une interférence destructive
compléete pour I'ensemble du cristal, méme si I'interférence entre deux atomes voisins n'est que
partielle (figure 1c). Ladifférence de phase entre les atomes S; et S; est toujours le double de
celleentreS; et S,. SI' S; et S, ne sont pas en phase d'exactement 360°, il y aura donc toujours
un atome du réseau pour avoir une interférence destructive compléte avec S, ou S, (multiple de

180°). Pour avoir une tache de diffraction suivant ladirection 6, il faut par conséquent que nA =
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dsin(B). C'estlaloi de Laue. Cette équation est facilement généralisable atrois dimensions (voir
lelivre de Van Holde, ou Buerger: Contemporary Cristallography, chapitre 3. Noter que

['angle  utilisé par Buerger dans son livre est le complément de I'angle 6 utiliséici). Cependant
dans cet exposé nous ne |'utiliserons que pour une dimension. Pour généraliser atrois
dimensions, nous alons remplacer plusloin celle loi par celle de Bragg.
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Figure 2: cristal de carbonate de calcium " dent de chien”.

B- Les réseaux cristallins

Les cristaux sont des assemblages réguliers d'une méme molécule. En marquant les frontieres de
la plus petite unité de répétition, ces cristaux peuvent étre regardés comme étant |'empilement de
petites boites identiques contenant chacune une ou plusieurs molécules. D'un cristal al'autre la
forme et la grandeur de ces boites varient, mais nous pouvons décrire ces deux quantités par la
notion de maille & émentaire (Synonyme: cellule unitaire). Ladétermination de la structure d'un
cristal se résume a ces deux probleémes:

1. trouver les dimensions de lamaille élémentaire.



2. trouver lastructure de la molécule al'intérieur de cette maille élémentaire.

Trouver les dimensions de lamaille est facile: laforme générale du cristal complet est
généralement identique a celle de samaille, par exemple les cristaux carrés du sel detable. Le
cristal de carbonate de calcium est une variante de laforme carré, comme on le voit alafigure 2.
Unefoislaforme du cristal connue, on détermine ses dimensions al'aide de son patron de
diffraction. L'espacement des points de diffraction est inversement proportionnelle aux
dimensions delamaille. L'examen delafigure 1 illustre assez bien cette propriété dansle cas
d'une dimension: si nous rapprochons les atomes, la direction 0 doit augmenter afin de respecter
laloi de Laue. Nous verrons au chapitre 7 que la description générale d'un patron de diffraction
adeux dimensions correspond a celle de la maille é émentaire tournée de 90°. Par exemple,
I'inverse d'un rectangle en hauteur sera un rectangle en largeur.

En raison de l'inversion des dimensions, la diffraction d'un cristal est appel ée espace réciprogue
et on l'indique par un astérique ‘*’. Les patrons de diffraction, qui sont des photos, ne montrent
que deux dimensions alafois de cet espace réciproque. Nous devons donc prendre plusieurs
photographies selon plusieurs directions. Pour I'instant nous n'irons pas plus loin dans la
description de I'espace réciproque. Ce qu'il faut comprendreici, c'est que la distinction entre
deux molécules différentes n'est pas dans la disposition des taches de diffraction, qui est
déterminée par lamaille élémentaire, mais bien plutét dans I'intensité de cestaches. Ces
intensités sont en relation avec la structure de la molécule et peuvent étre calcul ées par les séries
de Fourier; ce que nous verrons en détail dans les sections suivantes.

C- La Série de Fourier d'une cellule unitaire

Lesrayons-X ne sont pas diffractés par e noyau de I'atome mais par ses électrons. L'intensité
diffractée par un atome est proportionnelle a son nombre d'électrons. Comme les éectrons n'ont
pas de position définie, nous parlons de densité électronique. Afin de comprendre ce qui se
passe lorsqu'une molécule réelle, partie d'une maille unitaire, réalise un patron de diffraction,
nous allons prendre comme exemple une mol écul e théorique bien spéciale, dont laforme est
identique a une fonction sinus. Cette molécule est illustrée au milieu de lafigure 3 par des
atomes de grosseurs différentes. Calculons I'intensité globale F,, pour e premier ordre de

réflexion (n=1). Premiere observation, il n'y a pas de masse négative. Cela seréfléte sur la
valeur de la constante a,, soit I'intensité moyenne de diffraction, fonction de lamasse de la

molécule. Rappelons que le reste des termes de |la série ne décrivent que les variations de la
fonction autour de sa moyenne.

Définissons |'amplitude maximum de notre molécule ‘sinus’ par B, et sa période par a.
L'intensité diffusée par I'atome ala position X sera égale a
A - )
By sin| — X |+1
\

puisgue la position de I'atome définit sa grosseur; selon notre définition de cette molécule
hypothétique. D'un atome al'autreil y a un déphasage entre chague onde et qui vaut:
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L'indicej désigne I'atomej. Pour additionner I'ensemble de ces ondes, il faut utiliser le
diagranme d'Arcand. Divisons chacun de ces vecteurs dans leurs composantes x et y, que nous
additionnons séparément. Lestermes en Y sont obtenus en multipliant par le sinus de I'angle,
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Ladistribution électronique étant continue, la distance entre chague point de diffusion tend vers

zé&ro, A X — dx, et lasommation devient uneintégrale:
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Si nous répétons ce calcul pour lestermes en X (équivalent a A;cos(2rtXi/a)) ou pour ceux dont
I'ordre de réflexion est supérieur a1 (n > 1, en n'oubliant pas que la phase égale n (21X/a)), le
résultat obtenu sera égal azéro. L'intensité du premier ordre de réflexion égale donc la valeur du
premier coefficient de la série de Fourier, multiplié par un terme constant a/2. Pour notre
molécule en forme de ‘sinus’, toutes les autres intensités de réflexion égalant zéro, son patron de
diffraction n‘aurait que deux taches. Par contre si notre molécule de départ avait eu une
fréquence de 2, on pourrait vérifier que c'est le deuxiéme ordre de réflexion qui serait différent
de zéro, égalant aB,/2.

Figure3

Bien entendu les vraies molécules ne sont pas ainsi, mais nous savons que la distribution
électronique d'une molécule est continue. Nous ne parlons pas d'é ectrons bien précis mais de
densité électronique, et le cristal est une fonction périodigue de cette distribution. Son patron de
diffraction est une photographie "in life" de la série de Fourier de cette distribution. Pour
connaitre la structure de lamolécule il suffit d'additionner les termes de cette série. Bien que peu
compliqué, il sagit d'un calcul tréslong. Par exemple pour connaitre la structure
tri-dimensionnelle d'un enzyme possédant 10 000 atomes et plus, il faut utiliser plusieurs
dizaines de millier de termes. On comprend ici le role que vient jouer |'ordinateur. Pour
résoudre cette structure il reste cependant un probleme: celui delaphase ¢. En effet, sur les



patrons de diffraction, les résultats pour les sinus et |es cosinus sont SUPerposés, sans que nous en
connaissions les pourcentages respectifs. Letravail du cristallographe revient donc
essentiellement a résoudre ce probléme de la phase inconnue. Nous verrons comment apres
avoir vu ce qui se passe a deux et atrois dimensions.

D- Diffraction dans un plan, la loi de Bragg et la troisieme dimension

Les années 1910, ou I'on découvrait la diffraction aux rayons-X, étaient une époque ou I'on
sinterrogeait encore sur la nature des atomes. Au déebut, on croyait que les cristaux étaient des
structures homogeénes parsemeées de canaux. A l'intérieur de ces canaux circulaient les rayons-X,
qui ensuite diffractaient ala sortie des ouvertures, d'ou le nom de diffraction. (Voir le principe
de Huygins, chapitre 5). Ce n'est que plustard que I'on découvrit lavraie nature des atomes et
gue I'on comprit que les rayons-X étaient diffusés par les électrons. Lorsqu'il présentales
premiéres photographies de diffraction d'un cristal de sulfate de cuivre, al'Académie Bavaroise
des Sciences en 1912, Laue avait établi les relations suivantes pour un réseau tridimensionnel:
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Cefaisant, il donnait du crédit a deux opinions. La premiére était la nature ondulatoire des
rayons-X, découverts en 1896 par Roentgen. La seconde était que les atomes pouvaient étre
considérés comme de petites particules bien précises. La premiére des relations ci-dessus est
montrée alafigure 4 avec la définition des angles p et v (pour une description plus compléte des
équations de Laue, on peut consulter le livre de Buerger, Contemporary Cristallography, au
chapitre 3). Mais ce systéme, bien qu'exact, était difficile d'application et ne donnait que peu de
résultats. Le pas suivant fut franchi par Sir Lawrence Bragg, fils, qui fut le premier atrouver la
structure d'un cristal, celui du NaCl, a partir de son patron de diffraction. Contrairement a Laue
avant lui, ce dernier ne considéra pas la position des atomes eux-mémes mais les plans dans
lesquelsils se trouvaient, comme on peut le voir alafigure 5.
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Pour avoir une interférence constructive, il faut que la différence de tragjet soit un multiple de la
longueur d'onde A. Pour cefaire, la construction de lafigure 5 montre que la distance d entre les
plans doit étre de : nA = 2dsin(B). C'est laloi de Bragg.

Bien s0r, sur cette figure les deux rayons ne sont pas diffusés directement par des atomes. Mais
en tragant d'autres rayons paralléles vous pouvez vérifier que deux atomes situés sur ces plans



vont toujours diffuser en phase, cela quel que soit leurs positions. Toujours d'aprés cette figure,
Vous pouvez remarquer que I'angle dincidence 0 est égal al'angle que fait le faisceau diffracté
avec les plans atomiques; ce qui rappelle laloi de laréflexion: angle d'incidence = angle de
réflexion. C'est pourquoi on dit quelquefois que les rayons-X sont réfléchis par lesplans ‘d’.
Chaque fois que I'on atrois atomes dans un cristal, on définit un plan. |l Sensuit quel'on aura
une grande quantité de réflexions possibles, comme le montre lafigure 6. Lorsqu'il introduisit
son équation en 1913, Sir Lawrence y voyait un moyen commode de remplacer le systéme
d'éguations de Laue. Avec son systéme, il lui était beaucoup plus facile de déterminer la position
des atomes en jouant avec |'intersection des plans dont les distances de séparation ‘d’ étaient
immédiatement connues du patron de diffraction. |l aains trouvé la structure de plusieurs sels:
NaCl, KCl, KBr, Kl; celle du diamant, etc.

- =
® ® ¥ = &
L ]

Figure 6

Cependant, ces cristaux dont les structures ont été résolues par Sir Lawrence étaient des cas
simples: la position des atomes correspond en effet aux limites de la cellule unitaire. Avec des
cristaux plus complexes, ayant de nombreux atomes dans la cellule unitaire, il faut recourir a une
méthode plus efficace pour en déterminer les positions. 1l revient au pére, Sir William Henry
Bragg, d'avoir suggéré en 1915 larelation entre la diffraction d'un cristal et sa série de Fourier.
Regardons de nouveau lafigure 5. Pour étre en phase avec |I'ensemble du réseau, la position
horizontale d'un atome sur son plan ne compte pas. Le faisceau diffracté que I'on mesure se
comporte donc comme s tous les atomes se situaient sur une méme ligne verticale. Dansle cas
d'un cristal atrois dimensions, cette ligne verticale est remplacée par un plan perpendiculaire ala
figure, chague ligne horizontal e désignant un des plans de diffraction.

Dans les cas ou ces plans ne délimitent pas la position d'un atome mais la frontiére d'une

mol écule (ou plutt celle de sa cellule unitaire), lafigure 7 montre que nous nous retrouvons
dans une situation presque identique a celle de lafigure 3. Ladifférence est qu'au lieu d'avoir
une onde uni-dimensionnelle, celle-ci est atrois dimensions. une « vague » d'intégration, dont la



direction est perpendiculaire aux plans de diffraction. Lesfigures9a et b illustrent des
représentations bi-dimensionnelles de ces vagues, mais la représentation en "mille-feuille
sinusoidal" des figures 8a et b en est une plus juste description atrois dimensions.

Figure7
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Figure9

Sur les patrons de diffraction, il est coutumier d'indiguer les directions de références avec un
astérique ‘*’ puisqu'il sagit d'un domaine inverse. Nous pouvons définir une vague en indiquant
sa ‘fréquence’ lelong de chaque axe, ce que |I'on appelle son indice de réflexion. On peut
vérifier sur le schéma de lafigure 9a que I'indice de réflexion de la vague représentée est
2-4-0. Rappelons que ces vagues possedent également des phases, qui pour |'instant nous sont
inconnues. |l afallut attendre en 1929, avec les travaux de Duane, Havighurst et puis de
Zachariasen, pour avoir la premiere détermination d'un cristal par cette méthode: celui du
KCIOs.

E - Notation usuelle en cristallographie

Nous verrons au chapitre 3, sur la Transformée de Fourier, que |'on peut représenter les sinus et
les cosinus par un exposant imaginaire (ou nombre complexe) selon laformule: Aei$ = A(cosp +
i sind), ¢ et A représentant la phase et I'amplitude totale. Dans le cas de n atomes nous pouvons
donc écrire 1'expression #l suivante; que I'on remplace ensuite par I'expression #2 puisque les
atomes ne sont pas ponctuels mais ‘ étalés’, a cause de leur nature de nuage électronique
distribué. py représente la densite électronique et h la fréquence:
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Dansla premiere expression, f; désigne I'intensité diffusée par I'atome j; tandis que dans la
deuxiéme, cette désignation ponctuelle est remplacée par la distribution continue py. Pour un

cristal adeux ou atrois dimensions, I'angle 8 d'un point précis d'une des vagues correspond ala
somme des angles obtenus par ses coordonnées cartésiennes. Graphiguement:
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ou h, k et | sont les fréquences suivant les trois axes. Pour la derniére équation, nous avons fait le
changement de variable dV = (V/abc) dX dYdZ, puis ssmplifié cette expression en remplacant
Xla, Ylb et Z/c par les coordonnées fractionnaires x, y et zallant de0 a 1, avec dX = adx,...

Ces valeurs de Fy égalent les coefficients de la série de Fourier du cristal, multipliés par V.
Nous avons donc que K = V Fpy €t lastructure du cristal peut donc sobtenir en opérant la



transformation inverse;
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Pour un détail mathématique complet, vous pouvez consulter laréférence de Buerger,
Cristal-Structure Analysis, pages 370-375; ainsi que le chapitre 3, section E, du présent
document.

Fri est appelé en anglais "structure factor”, c'est un nombre complexe avec une phase et une
amplitude. Le patron de diffraction ne nous donne que I'amplitude de chaque Fy, d'ou le
probléme de la phase en cristallographie. Puisgue ces coefficients Fy,, sont complexes, est-il

possible que la structure du cristal, telle que calculée par I'éguation ci-haut, soit elle aussi
complexe? Laréponse est non, car le patron de diffraction possede toujours au minimum un axe
de symétrie (loi de Friedel). Le patron de diffraction est donc une fonction paire (cf. chapitre 1)
et satransformée inverse ne comportera que des termesréels. Durant le calcul, les termes
imaginaires, représentés par les sinus, sannuleront mutuellement; comme nous le verrons au
chapitre 3.

F- Détermination de la phase, fonction de Patterson et affinement

Méme aujourd'hui, déterminer la phase pour chaque Fy, reste le probléme majeur en

cristallographie. Plusieurs méthodes sont connues, la plus utilisée étant celle de I'inclusion des
métaux lourds. Comme nous le savons déja, la transformée de Fourier possede |a propriété
d'addition:

TFE(v+w) = TF(y) + TF (w).

Prenons deux cristaux d'une méme protéine, mais dont |'un contient un métal lourd incorporé a
un site deliaison: C et CM. Pour chague Fp, nous pouvons écrire que:

FCM = FC + FM d'ou FC = -FM + FCM

Supposons que nous connaissons la phase et ['amplitude de Fy,. Si nous représentons les
amplitudes de F et de F),, qui sont connues, par des cercles sur le diagramme d'Arcand
(figure 11a), nous voyons qu'il n'y a que deux phases comme solution possible pour F¢. Le

rayon du cercle représente I'amplitude de F et nous devons mettre un cercle car I'angle (la phase)
nous est inconnue. En prenant un second cristal substitué, nous obtiendrons deux autres
solutions possibles pour laphase de F, soient F"' et F"" sur lafigure 11b. Une de ces phases est

commune aux deux couples de solutions, c'est la phase recherchée: F sur lafigure c. Cette
procédure doit étre répétée pour chaque F¢ . Lesfiguresd et e représentent des résultats
obtenus par Kendrew pour la myoglobine, a partir de cing dérivés. Le rond foncé désigne la
protéine native. En d, la précision obtenue est grande, mais pour el reste une bonne incertitude.
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Figure 1l : d), €) Examples of phase determination for crystals of myoglobin and
its derivatives. The heavy circle represents the amplitude of the reflection from
the unsubstituted protein, and the light circles those from the following
derivatives: 1, PCMBS, 2, HgAm,; 3, Au; 4, PCMBS + HgAm,; 5, PCMBS +
Au. The short lines from the centers are the heavy-atom vectors; the heavy line
indicates the phase angle eventually selected. The reflectionsillustrated are d)
411, e) 212. [FromG. Bodo,H. M. Dintzs, J. C. Kendrew, and H. W.
Wyckoff: Proc. Roy. Soc. (A) 253 (1959) 91.]

Mais comment pouvons-nous déterminer la position du métal (Fy,)? Dansle cas d'un cristal
simple, on peut émettre directement une hypothése et aller de l'avant. (Voir "I'affinement” ala
fin delasection). Mais pour les cas plus compliquésil existe d'autres méthodes, dont la plus
connue est celle de Patterson. Ce dernier adémontré en 1934 que le diagramme des intensités (le
patron de diffraction) n'était pas totalement dépourvu d'information au sujet de la phase. On
obtient cette information en faisant une carte des densités électroniques a partir du carré des
amplitudes |Fy|2. En notation complexe, cette valeur peut étre représentée par la multiplication



de F avec son conjuguée:
IFl2 = Fx F*

= (A+iB) x (A -iB)

= A2+B2
'
sl oo
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Figure 12

Dans le cas ou notre cellule unitaire contient deux atomes ponctuels, Fy se trouve étre la

somme de deux ondes d'amplitudes f; et f, et de phases définies par leurs positionsx, yet z. Le
produit de Fy, par son conjugueé serala somme de deux termes constants plus deux ondes. Les
phases de ces deux ondes seront maintenant définies par la position relative de ces deux atomes:

FhH _ j{ieﬂrrlilfn{1+k_f,.r1+]zljl+jg eﬂrr{l’u{3+l@r3+131]l
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+,ﬂf:q e:’irr[h[:-:l—:-:::|+k|:5r1—3r::|+1|:31—33:|] _|_j1;f

Cette position relative est indiquée par deux vecteurs, un allant de 1 vers 2 et l'autre de 2 vers 1
et quel'on centre al'origine. Pour une cellule unitaire comportant plusieurs atomes, la carte ainsi
obtenue, apres latransformation de Fourier de |F|2, serala représentation de tous ces vecteurs
avec al'origine la projection de chaque atome sur lui-méme (figures 13a et b). On appelle cette
carte ladistribution de Patterson. L'exemple ssimple de lafigure 14c montre que cette carte
correspond a la somme des transl ations successives de la molécul e, chaque atome occupant a
tour derdlel'origine.
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Figure 13

Figure 14



Pour une mol écule ne contenant que quel ques atomes, cette carte est suffisante pour connaitre sa
structure; plusieurs molécules ont ainsi été déterminées. Malheureusement, le nombre de
vecteurs augmente avec le carré du nombre d'atomes et, de plus, ces atomes ne sont pas
ponctuels. La carte de Patterson devient donc rapidement un fouillis sans contraste. Maissi un
métal lourd est présent, la phase et I'amplitude de ce dernier vont dominer les points de
diffraction, comme on peut le constater alafigure 14. Pour ainsi dire, sa position seravisible
comme le nez au milieu du visage. Avec une bonne approximation, Nous aurons ainsi
l'information voulue sur Fy,, information utilisée au début de cette section. Lafigure 15 en

montre un exemple. Pour plus de détails, vous pouvez consulter la référence #3.
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Figure 15: Patterson Projections for a Cobalt Compound in the Space Group
P2,2,2,. Peaksidentified as arising from cobalt-cobalt interactions are indicated

by arrows. (a) P(UV). Patterson projections down the ¢ axis. Co-Co peaks
appear at.00,.00;.20,.30;.50,.18;.30,.50. (b) P(UW). Patterson projection down



the b axis. Co-Co peaks appear at.00,.00;.30,.30;.50,.18;.20,.50.
From Proceedings of the Royal Society, A., volume 251, p. 312, fig. 3.

Les premiéres cartes que I'on obtient ainsi pour une molécule ne sont généralement pas trés
belles, mais on peut les améliorer par affinement. L'ordinateur calcule un patron de diffraction
théorique et le compare avec I'expérimental, en plus de comparer les phases théoriques avec les
anciennes. Celalui permet de calculer de nouvelles phases améliorées. On donne un indice du
degré d'affinement obtenu en comparant les amplitudes cal cul ées avec celles obtenues
expérimental ement:

SR - E
ol 2
> P

Les méthodes d'affinement sont devenues tellement efficaces que certains auteurs
court-circuitent la deuxiéme étape et passent directement a 1'affinement en prenant simplement
la phase de Fy; comme étant une bonne approximation de celle de F¢),. Danslescasoul'on

connait bien la structure chimique du compose, on peut également proposer un modele de sa
disposition dans la cellule unitaire. Un cristallographe qui connait sa job peut donc séviter
beaucoup de travail en lerefilant al'ordinateur. En recoupant avec ce que |'on sait dgasur la
nature physique des atomes et des molécules, le patron de diffraction contient donc plus
d'information qu'il n'en faut. 1l existe d'autres méthodes de détermination des phases qui sont
basées sur cette connaissance ainsi que sur différentes considérations de symétrie des cristaux.
On les appelle les "méthodes directes’. Bien que toutes ces méthodes soient trés efficaces, cela
ne veut pas dire pour autant que I'on réussit atout coup. Lestiroirs des cristallographes sont en
effet remplis de dossiers sur lesquels on ne parle pastrop...

D 00




Figure 16: Incorrect model, A, and correct model, B, of
bi-1,3-dioxacyclopentyl(2). Refinement of A stopped at R = 0.38, but that of B
continued to R = 0.13. Theinitial models differ chiefly by the arrangement of the
pair of atoms nearest the center. (After Furberg and Hassel)

G- Larésolution

La détermination de la phase pour chague point de diffraction est laborieuse et utilise des
approximations successives. Deplus, il y aune erreur expérimentale sur la détermination des
intensités. Ladéermination de la structure d'un cristal est donc limitée par la résolution de son
patron de diffraction. Lafigure 17a montre la structure du phénanthréme avec une résolution de
5.5A (saposition exacte est tracée). On voit que |a carte des contours permet tout juste de
donner une direction ala molécule, sans résoudre aucun des atomes. Si I'erreur expérimentale
est diminuée ou que I'on utilise des points de diffraction d'indice de réflexion plus élevé, la
résolution augmente peu apeu. Avec une résolution de 0.8A (figure 17d), la position de chagque
atome est résolue avec précision.

Pour e phénanthreme, obtenir cette résolution ne demande que quel ques centaines de points de
diffraction. Les grosses molécules comme les proténes contiennent facilement plus de 5 000
atomes, sans compter les hydrogénes. Pour atteindre une résolution de 3.5A, ce qui est presque
le maximum, on doit utiliser plusieurs milliers de points. Méme dans ce cas, on ne connait que
la direction de la chaine polypeptidique. On compléte la structure de la protéine en utilisant sa
ségquence d'acides aminés. C'est ici que le savoir-faire du biochimiste rejoint la technique du
cristallographe.
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Figure 17: exemple de la détermination d'une structure avec une résolution
croissante pour le phénantreme. La position exacte de cette molécule est indiquée
entrait droit. (référence# 3.)
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Chapitre lll- La Transformée de Fourier

A- Forme complexe des Séries de Fourier

Reprenons la formule générale du chapitre 1, en nettant queq ) x,avec a' égalant la
al
période :

¥

fo =% +a{a, cos(m) + b, sin(r)} 3.1)

n=l

La figure 3.1 représente cette formule sous forme graphique, avec a gauche les valeurs

des a, en fonction de la fréquence n et a droite pour les b,. La fréquence étant toujours
positive, ces valeurs sont situées exclusivement a droite de l'axe des y, c'est-a-dire que n, 2 0
(cependant les amplitudes a, et b, peuvent étre négatives). En utilisant la propriété que
cos(() =cos(-(), nous pouvons distribuer la moiti¢ de chaque valeur a, a gauche. Nous
pouvons faire la méme redistribution des b, a condition de multiplier par -1 car

sin(q) =- sin(-q) : figure 3.2.
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Notez que I'on met la valeur de %o sur le graphique des @ (les coefficients des cosinus
q 5 graphiq n

pour la raison que sin(0°) =0. Nous pouvons maintenant écrire la Série de Fourier par :

¥

fio = A {4, cosnq) + B, sin(nq)} (32)

n=-¥
Remarquez I'emploi des majuscules pour 4, et B, , indiquant que les coefficients (comprenant

a,) sont maintenant divisés par deux. En utilisant le nombre imaginaire i =+/- 1, nous allons

exprimer les fonctions sinus et cosinus sous une forme exponentielle:

2 3 4
X, x X
e = l+x+—+—+—+...

20 31 41

(@)° , (@) , @*,

= 1+ig+

2! 3! 4!
2 .3 4 .5
:1+iq-q—-&+q—+&-...
2! 3! 4! 5! car i2=-1
® q> q* 0 & q' q° o
2L
ST TR S TR TR
e = cosq +isin( (formule d'Euler) (3.3)

C'est la formule d'Euler. Toujours en utilisant les formules cos(() =cos(-q) et

sin(( ) = - sin(- g ) ; nous avons:



Rappelons de la figure 3.2 que a, =a_, et que b =-b ,, ce qui nous permet d'écrire

(notez les limites de n ) :

%' 1 A4,- 1B, iq "9¥1 A, +iB, (I _.q

n n el = n n e'l (3.4)
a2y a2y
SV A, - B g 'S A, +iB ) g

L——tye™ = ——"ye’ 3.5
a5y ail—=2 G2

Remplacons ces valeurs dans la série de Fourier et factorisons:

einq +e—inq l;l )

o aAiTg ’B@Tg

B s A 4B
A -iB, ue’”q +i A +iB, ue'”’q

¥
dou  f, = a{4,-iB}e"

x =

avec C, désignant un nombre complexe : C, =4, - iB,. C'est la formule des séries de Fourier

exprimée sous la forme complexe (référence: Piskounov, tome #2, page 387). Avant de
terminer, nous allons donner une autre signification a €. La figure 3.3a montre un vecteur de

longueur A4. Sinous multiplions ce vecteur par €' nous obtenons A(cosq +ising), montré a la
figure 3.3b. Multiplier par ¢ équivaut donc a tourner un vecteur de ¢ degrés dans le plan
complexe. C, peut donc étre décrit comme un vecteur de longueur w/Anz + B’ et ayant un angle

de q°. C'estici l'incorporation de la notion de phase des chapitres 1 et 2.
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Figure 3.3a Figure 3.3b

B- La Transformée de Fourier.

Jusqu'a présent nous n'avons parlé que des fonctions périodiques. Mais est-il possible de
traiter d'autres types de fonctions, comme par exemple la fonction pulse carré (appelée
fonction Q) de la figure 3.5a? Une premiére solution serait de la représenter sous une forme
périodique, comme le montre la figure 3.5b, avec / désignant la période. Une bonne solution
(approximative) serait de mettre cette période trés longue, la plus longue possible afin de simuler

la fonction QQ; mais l'idéal serait évidemment d'avoir cette période d'une longueur infinie,
puisque nous aurions alors exactement la fonction Q. C'est ce que fait la Transformée de

Fourier (TF) : elle calcule le résultat de la Série de Fourier (SF) d'une fonction lorsque sa période

tend vers l'infinie.

(a) (L) A

[,

Figure 3.5



Reprenons la formulation complexe des SF, soit 1'équation (3.6) ci-apres.

in
Ce

)
|
Qo

=

n

- ¥
i2pn
—x

¥
[¢]
— I}
f(x) - a Cne
n=-¥

(3.6)

Dans cette équation nous avons enlevé l'abréviation q =2px//. Comme pour les SF, les
formules d'Euler-Clairaut peuvent étre écrites sous une forme complexe. Cette notation a
l'avantage de réunir ces trois équations en une seule. Nous allons utiliser la formule des SF
écrite avec la période égalant / (voir la fin de la section A du chapitre 1). D'abord ce qui
distingue le coefficient q,, des autres coefficients a,.,, c'est qu'il doit étre divisé par 2. Sinon
nous aurions pu l'inclure, en sachant que cos(nx) =1 si n =0. Dans notre dérivation des SF
sous la forme complexe (section précédente), nous avons divisé tous les coefficients par deux.
Pour les valeurs des a, etdes b, , il ne s'agit pas d'une perte seche mais d'une redistribution de
ces valeurs a gauche de l'axe des y, a l'exception de a,., qui vaut tout simplement 2.
Mathématiquement on réalise cette division en remplagant le terme 2/I devant les intégrales par
le terme 1//. Aprés avoir ainsi réuni les formules #1 et #2 d'Euler-Clairaut, on réunit les
formules #2 et #3 en une seule en utilisant le nombre imaginaire i = J-1; ce qui nous donne
I'équation (3.7). Nous mettons ainsi les coefficients a, et b, dans les domaines réel et

imaginaire respectivement. C'est le méme principe que de mélanger des pommes et des oranges

dans le méme panier, tout en sachant que leur couleur nous permettra de les distinguer par la

suite. En utilisant la formule ¢ =cosq +isinq , nous obtenons finalement 1'¢quation (3.8).

1 \% lzﬂ"

C, :;O%fme I dx (3.7
1< 1 apnxd .. aBpnxol

C,=- x){cos = isin avdx (3.8)
[O%f( )T S 5 g @%



Le rapport 1// dans I'exposant ci-dessus, représente la différence de fréquence Dn entre
chaque C,. Ceci nous permet de remplacer le rapport n// (avec n=0, 1, 2, ...) par la variable
discontinue n, . Ensuite nous transférons la division par / de I'équation (3.7) directement dans
1'équation (3.6), ce qui nous donne I'équation (3.9) ci-dessous. Puis, en remplagant 1// par Dn et

n/l par n,, nous obtenons I'équation (3.10)

¥ ¢ 2pn, ¢
=8 Lo avec C, = (3.9)
» n=-¥ l l
3 i) n 1
f(x) = a C(n)D-l el pnx , nn :7 et Dh :7 (310)
n=-¥

Ce résultat est montré a la figure 3.6b et c. (Seule la partie réelle de C, est montrée car
sa partie imaginaire vaut toujours zéro, la fonction périodique étant paire). Si nous doublons la

période /, la différence de fréquence Dn entre chaque coefficient C, sera divisée par 2 (figure
3.6d et ). Remarquez que la multiplication de C, ) par Dn correspond a la surface d'un
rectangle de largeur Dn, (figure 3.6f). Si nous mettons la période / infinie, la différence de
fréquence Dn devient infinitésimale: dn et n, se transforme en la variable continue n. C, ,
est maintenant une fonction continue C,, et la somme des rectangles C,,dn correspond a la

surface de cette fonction. La sommation de 1'équation (3.10) devient une intégrale : équation

3.11).

£ =8 C ™ 3.11
=~ Q, Cne n (3.11)
C =Q f &g 3.12
™~ Qulme " ax (3.12)

L'emploi de l'intégrale a, entre autre, 1'avantage de pouvoir utiliser les théorémes de la

limite. Par exemple une sommation S allant a l'infini ne peut jamais étre calculée
complétement, ce qui n'est cependant pas le cas de l'intégrale 0. L'intégrale (3.11), avec un

exposant positif, s'appelle la Transformée de Fourier Inverse de la fonction C,, et s'écrit

TF! (C(n)) ou plus simplement F (C(n)) . De méme 1'équation (3.12), que I'on obtient a partir



de l'équation #2 en enlevant le terme 1// et en la bornant de -¥ a +¥ , s'appelle la Transformée

de Fourier de la fonction f, et s'écrit 'T.’F(f(x)) ou F (f(x)).

montrés en g et h de la figure 3.6.
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Nous pouvons maintenant calculer la TF de la fonction Q. :

\¥ - x
Qf) = 0,Qu¢ P

a
2
=0 pour les autres x

& . a
= A 1% *™dx  car =1lpour - —£ x £
04_21 Q(X) p 2

1 pi %
- _ —e- pinx
2pin -9
— 1 (e:pna _ e—ipna)
2pin
_ sin(pna)
pn

Pour la dernicre étape, nous utilisons la formule d'Euler de sin(x) que nous avons vu a la

section A. La fonction Qet sa TF sont illustrées a gauche de la figure 7. A la droite de cette
figure, nous pouvons voir une des propriétés de la TF : & une diminution de la période de Q

correspond un étirement de sa transformée. C'est de cette propriété que vient le nom de

"domaine inverse" donné a la TF.
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C- Généralisation de la Transformée de Fourier.

Regardons plus attentivement les deux derni€res équations de la section précédente. C,,

est une fonction complexe alors que f,, est du type réel. 11 y a aussi un changement de signe a

I'exposant. Cependant, lors de la démonstration précédente, l'attribution du signe négatif a la
premicre équation a €été purement arbitraire. Comme ces deux équations sont parfaitement

symétriques, nous pouvons enlever la restriction que f,) doit €tre du type réel et ainsi dire que

chacune est la TF de l'autre. La seule condition est que 1'un des deux exposants doit étre négatif,
ce qui nous permet d'écrire :

_ N 2pinx
fo =Q, Faye™ dx

¥
—_ -2phx
Fny=Q, fnye ™ dn

Notez la coutume d'utiliser une lettre minuscule pour la premicre fonction et une
majuscule pour la seconde. Comme ces deux équations sont parfaitement symétriques,
l'attribution du signe est arbitraire. Cette symétrie est la propriété la plus importante de la TF.
Ainsi avec une fonction f, nous pouvons soit calculer sa TF, comme par exemple en RMN-
Fourier, soit retrouver cette fonction a partir de sa transformée, comme en diffraction aux rayons-
X. La TF possedent d'autres propriétés, dont quelques-unes sont résumées au tableau #1. A ce
sujet, je recommande 1'excellent livre de Brigham. Dans la suite de cet ouvrage nous aurons
I'occasion de les revoir, en particulier celle de la convolution. C'est cette dernic¢re propriété qui
permet de voir que les SF sont un cas particulier de la transformée. Nous l'utiliserons également
pour la transformée optique en deux dimensions ainsi que pour la diffusion dynamique de la
lumiere par autocorrélation.

_ N 2pinx
iy = Q, F, e dx

¥
—_ -2phx
Fny =Q, fnye ™ dn

Dans le tableau, a et b sont des constantes et fl* représente le conjugué de f,. A la

section précédente, nous avons vu les abbréviations F (fm) et F 'I(C(n)); Cy,, ¢tant la



transformée de Fourier de f

() et vice-versa, bien-entendu. Dans les livres, nous retrouvons aussi

la définition suivante pour la TF:
— 1 \¥ - iwt —
fy = 70, Cwe ""dw  avecw =2pn

¥ .
:.L b Wt
Cw =1 Qﬂ,)e dt

avec la condition que L -1 Ces constantes proviennent de l'intégration. Vous pouvez voir

ab 2p

qu'il peut y avoir trois fagons différentes de définir ces deux constantes: a =1, 2p ou +/2p et

b=2p, 1 ou +2p respectivement. Ces trois répartitions sont toutes utilisées, d'ou une certaine
confusion. Dans cet ouvrage, nous préférons l'autre définition, celle incluant le terme w =2pn
dans l'exposant: Avec cette définition les constantes d'intégration a et b sont toujours égales

al.

D- Les théoremes de la dérivé et du glissement.

Parmi tous ces théorémes du tableau 3.1, seuls quelques-uns nous seront utiles.
Signalons que le théoréme de la linéarité provient simplement de I'établissement de la propriété
d'additivité des intégrales. Celui du changement d'échelle, « change of scale », se calcule

aisément en faisant le changement de variable X =at avec dX =d(at)=adt et 4r =X Reste
a

ceux de la convolution, de la dérivé et du glissement. Nous verrons la démonstration de celui sur

la convolution au chapitre VII.



Let
O = [ ferm d

- o= c(v) = Fr(iu) (w = 27»)
f@t) = f- clv)et=it y = f. Fr(iw)e %

- p— -
and assume that the Fourier transforms in question exist.

(a) Flafi(t) + Bfa(t)] = aF[f1(1)] + BF[f2(t)] (LINEARITY)
FU*)) = c‘.'(—v} = Fi(—1w)

1 v 1 lw (CHANGE OF SCALE,

5lflat)] = a’ (;) = EFF (:) SIMILARITY THEOREM)

Ff(t + 7)] = e*c(v) = e Fp(iw) (SHIFT THEOREM)

(b) Continuity Theorem. gF[f(t,a)] — F[f(!)] as a — a implies

f(t,a) = J(l) wherever f(t) is continuous. Analogous theorems apply

to [Fourier cosine and sine transforms.

(¢) Borel’s Convolution Theorem.

FNHWOIF(f()] = F[f1l1) * f2(1)] where
L% 10 = [T [ = i = [T = () de

FlAL()f:()) = f:‘ ci(A)eg(v — A) I\ = [- (v — N)ea(N) dh

- ['- Fpl(i.l)F?‘I{i(“ — ;\)] % = /' F.“I[-{'{m b ?\)]FPE(”\) g_:_

(d) Parseval’s Theorem. I[f f_.' [f1(t)]* dt and f_‘_ (fa(t)| dt
exist, then ' _
[2. S h@BLRO v = [ fr0f0 d
(e)l Modulation Theorem.
F(f()e ] = Fpli(w — we)] = c(v — o)
F(f(t) cos wut] = L3 {Feli(w — wo)] + Feli(w + wo)l]
. = Lgle(v — vo) + c(v + vo)]

Ff(¢) sin wet] = 5 {Feli(w — wo)] = Feli(w + wo)]l

= % [c(v = o) = ¢(v + v0)]

(f) Differentiation Theorem. S{f(8)] = (2xiv)"F[f(¢)] (r = 0,
1,2, . . .) provided that f(¢) exists for all ¢, and that all deriva-
tives of lesser order vanish as [f| -+ © 21y = ).

Tableau 3.1



Le théoréme de la dérivé ou « differentiation theorem » peut étre expliqué par le fait que
les dérivés successives de sin(2pnx) sont  2pncos(2pnx), - (2pn )2 sin(2pnx),
- (2pn )3005(2pnx), etc. On voit que le terme (i2pn)” décrit ces conversions successives, y
compris le passage des coefficients entre le domaine réel et le domaine imaginaire. Donnons-en

une démonstration plus formelle en prenant d'abord:
£ =0 Fy e dn
® - Q,fm¢€

Dérivons f, en tenant compte du fait que F,, et dn sont constants par rapport a dx:

_ d N i2pnx
f(qc:) - aQF(n)e dan

di Fo) % (eizpﬂx ) dn

= (‘i (E, i2pn) e dn

Par définition, le terme entre parenthése représente la TF de la fonction f¢. En

appliquant la TF-Inverse, nous obtenons:

. — N -i2pnx —
i2pn F,) = Q,f¢e 2P dx—T]-"(f(g;))

soit le théoréme recherché. A titre d'exercice, vous pouvez arriver a un résultat similaire pour

les SF en utilisant la notation complexe.

Nous avons déja vu une introduction au théoréme du glissement, « shift theorem », avec

la notion de phase du chapitre 1, section B. En particulier la figure 1.7, qui montre la variation

des coefficients 4, et B, pour les valeurs entieres de n . Ce théoréme se prouve en faisant le

changement de variable x =7 +Dr, avec dx =d (t+ D) =dt

N -i2pn
TT(f(t—Dz)) = O¥f(t+Dt)e 2p0e gy



- &f(x)e—inn(x—Dz)dX

. ¥ .
i2pnDr X\ -i2pnx
e Q, fo € dx

i2pn Dr
e F(n)

En plus de Dr, ce facteur de multiplication comprend la variable n . C'est pourquoi une
comparaison directe avec la figure 1.7 peut étre trompeuse. Supposons qu'au départ la partie

imaginaire de F,, soit nulle et posons le déplacement Dr égale a 5. La partie réelle de F,, sera
multipliée par cos(2pn Dr) =cos(pn). Dessinons ensuite cette variation sur la figure 1.7, ou
n =n. Qu'obtiendrions-nous avec Dr =1 et avec Dr =3? Ce méme principe s'applique a la

partie imaginaire de F, ), qui dans notre exemple était nulle au départ mais ne I'est plus avec

Dt * 0. Que devrions-nous faire pour que la partie imaginaire de F,,) reste nulle avec Dr? La

réponse a cette question s'appelle le théoréme de la modulation, par analogie avec la modulation

d'amplitude des radio-fréquences (la bande AM en anglais).

E- La transformée de Fourier 3d et la notation vectorielle.

La lecture de cette section servira principalement pour le chapitre VIII. Ceux qui sont
intéressés par les applications de la TF peuvent se rendre directement au chapitre IV. En 3

dimensions (3d), la TF s'écrit:

1 N i2p (xn; +yn, +5)

fin = W Q, Fionnn @

Cette équation est plus simple & comprendre si on généralise a partir des Séries de Fourier
en 3 dimensions (SF-3d). Une fonction périodique linéaire est une fonction a une dimension.
Nous savons déja que nous pouvons trouver la SF d'une telle fonction, c'est-a-dire exprimer cette
fonction sous la forme d'une sommation d'ondes périodiques de fréquences croissantes. De
méme, nous pouvons faire la méme chose pour les fonctions planaires (2d) et spatiales (3d)
périodiques; sauf que les ondes périodiques a additionner sont maintenant des vagues (ondes 2d)

et des variations de densité (compression- décompression, 3d) respectivement. C'est ce que nous



avons fait au chapitre précédent, avec la diffraction aux rayons-X, avec la différence que méme
si un cristal est a trois dimensions, nous ne pouvons l'analyser avec la diffraction aux rayons-X
que dans un plan a deux dimensions a la fois. Il est donc nécessaire de découper 1'analyse du
cristal en plusieurs plans dans différentes directions, que 1'on réunit ensuite pour reconstituer la

structure 3d.

Si nous définissons les vecteurs 7 =(x,y,z) et g =(n,,n,,n;), nous pouvons écrire la

TF-3d sous une forme abrégée en utilisant la définition du produit scalaire :

f(F) = (Zp )3 by F(z?) elquq
d'ou
et F.

@)~

Le symbole O indique ici que l'intégration se fait sur tous les vecteurs compris dans un
volume fini, pour les fonctions périodiques, et infini pour les fonctions non-périodiques. Si nous

fixons la valeur de 7 oude ¢, alors A,e'” représente une onde harmonique en 3 dimensions.

Comme la TF en trois dimensions nous sera utile pour le chapitre VIII, nous allons maintenant
I'expliquer en terme de diffusion. Prenons deux atomes et placons le premier a l'origine. Les

coordonnées X, et Y, définissent la position de l'atome #2 par rapport au #l1, figure 3.9.
Eclairons ces deux atomes avec de la lumiére incidente y ,. La différence de trajet entre les deux
rayons diffusés y ,, ety ,, serade Dr=Dd - Di. Si f et g sont les angles entre 7 ety et
entre y ; et l'axe des x, alors Dr =|F|(cosf - cosq). Définissons deux vecteurs unitaires dans les
directions d'incidence et de diffusion par M) etm), (unitaire signifie que leurs longueurs vaut 1).

La multiplication de 7 par cosf et cosq est alors égale au produit scalaire de 7 par m, et M

respectivement :

FXM=X X +YY,

=|77||rﬂcosf



Cette formule est décrite sur le diagramme de la figure 3.8:

A
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Figure 3.8

La différence de trajet Dr s'écrit maintenant :

Dt =7 XM, - 7 XM =7 %
avec le vecteur k représentant le résultat de la soustraction m, - m; il est représenté sur la figure
3.9 a droite. Habituellement, cette différence de trajet est exprimée en terme de déphasage. C'est
. i . 2p - .
pourquoi nous le multiplions par le facteur de conversion T pour donner ¢g. Ce dernier
vecteur s'appelle le vecteur de diffusion, il a une importance particulicre.
Donnons un exemple de calcul : sur la figure 3.9, les coordonnées de 1'atome #2 sont

(2, 3). Lalongueur de 7 est donc de +/2 +32 =+/13 et sa direction est égale & tan™’ (3/2), soit

56.3°. Si l'angle de diffusion q est de 35°, nous avons que f =21.3°. Donc:

Dr = Dd-Di =336-20 =136



()

Figure 3.9

Figure 3.10
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Les coordonnées de M) sont (1, 0), et celles de M, sont (cos 35°, sin 35°) = (0.819, 0.574). Donc

k =m, - m =(-0.181, 0.574). Calculons & nouveau la valeur de Dr :

Dt = 7%

(2,3) - 0.181,0.574)

- 0.362-1.72
= 1.36

Nous allons donner une autre signification & & . Pour simplifier, prenons que la longueur
d'onde de la lumicre, | , égale 1.0 et trouvons 1'équation décrivant la position des points qui

auront une différence de trajet égale a cette longueur d'onde, soit Df =1 ou 360° :

1.0 = (x,y) %-0.181,0.574)
. _ 0.181 1
d'ou: y = X-
0.574  0.574

C'est I'équation d'une droite perpendiculaire & & . Elle est illustrée par un trait plein sur la
figure 3.10. Tous les atomes qui seront situés sur cette droite seront en phase avec l'origine,
c'est-a-dire 1'atome #l. Vous pouvez calculer 1'équation des points qui n'auront aucune différence

de trajet, ou de phase, avec 'origine (Dt = O) ? Qu'obtenez-vous? Cette équation est illustrée en

tiret sur la figure 3.10. Quelle conclusion en tirez-vous? Calculez 1'équation des points ayant
une différence de trajet égale a 2| et indiquez-la sur la figure 3.10. Cette analyse nouspermet de

faire la relation avec la loi de Bragg que nous avons vu au chapitre II. Vous pouvez aussi
(o , . . .1
vérifier que l'espacement entre ces droites est ¢gale 8 —

Kl

Ces lignes paralleles désignent les multiples d'un déphasage de 360°, soit nl et
représentent les maximum (ou crétes) d'une onde harmonique tridimensionnelle. Nous avons vu

I'exemple d'une telle onde a la figure 2.9 du chapitre 2. En multipliant par le facteur de
.2 . N
conversion l—p, nous voyons que la phase pour un point quelconque est de f ¢=—"—k % =g ¥ ;

d'ou I'équation pour 1'onde harmonique tridimensionnelle:



En diffusion de la lumicre, q désigne I'angle de diffusion. La construction géométrique

de la figure 3.9b montre que :

bl
11
)
=
2.
=
I

d'ou avec n = indice de réfraction

<y
11
3
)
=
|

C'est I'équation de Bragg sous sa forme moderne. Elle est identique a celle que nous
avons vu au chapitre II pour ses propriétés en diffusion et en diffraction. (Note : la définition de

I'angle 8 n'est pas la méme).
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Chapitre 4- Spectroscopie et tomographie RMN.

Introduction.

Pour la diffraction des rayons-X, l'utilisation des séries de Fourier est naturelle. Mais
pour les autres méthodes de spectroscopie, quelles sont les avantages de la Transformée de
Fourier (TF)? L'attrait de la TF provient d'une seule caractéristique : c'est l'opération
mathématique naturelle pour l'addition des ondes. Ces ondes peuvent étre d'ordre mathématique
(comme par exemple les fonctions sinus ou cosinus) ou physique (ondes électromagnétiques,
utilisées en spectroscopie). Dans le cas des ondes physiques, il s'agit la d'une méthode
importante d'analyse puisque plusieurs des phénomenes physiques qui se déroulent autour de
nous ont une nature ondulatoire. La fagon par laquelle nous pouvons traduire la relation entre
une onde physique et sa TF en une application pratique prend cependant des chemins variés.
Nous verrons en premier lieu celui de la spectroscopie par Résonnance Magnétique Nucléaire

(RMN) et son développement le plus récent en médecine : la tomographie RMN.

A- Principe de base de la Résonnance Magnétique Nucléaire ( RMN )

Les noyaux d'une molécule tournent sur eux-méme. Pour les noyaux non-neutres, cette
rotation équivaut a un courant é€lectrique, variable, qui s'accompagne d'un champ magnétique

associé: M. En solution I'ensemble de ces vecteurs magnétiques est désorienté (Figure 4-1a). Si
nous appliquons un champ magnétique externe I:IO, les noyaux se réorientent de facon paralléle
ou anti-parallele entre eux mais avec un angle par rapport a FIO. Il est démontré en mécanique
classique que la présence d'un angle +gq entre M et 1:10 va exercer une force radiale (couple) sur

m. Celui-ci va donc tourner autour de H, selon une fréquence déterminée par I'équation de

Larmor : n :gHO, avec g = rapport magnétogyrique (Figure 4-1b). La direction +q (ou
°
p

direction parall¢le) est trés 1égerement favorisée énergétiquement par rapport a l'autre direction;
il y aura donc un léger surplus des noyaux paralleles sur les non-parall¢les. Sur un total d'un

million, ce surplus n'est que d'une quinzaine. Néanmoins cela sera suffisant pour que la somme



totale des vecteurs M ne soit pas nulle mais égale a un vecteur magnétique global M dans la

direction de I:IO (Figure 4-1c).

Figure 4-1

La projection d'un vecteur m sur le plan xy donne un champ magnétique tournant dans
ce plan. Ce champ magnétique H , tournant est naturellement une onde électromagnétique (ou
onde radio, Figure 4-1b). Pour M l'onde radio associée est nulle car M est perpendiculaire a ce
plan. Mais si nous appliquons un second champ magnétique tournant selon la fréquence de
Larmor, il est possible d'incliner M ; de sorte que sa projection ne sera plus nulle (Figure 4-1d).
C'est le principe du RMN. A cause de la présence des champs magnétiques secondaires portés
par les noyaux dans la molécule, le champ magnétique local ﬁo sera différent pour chaque
noyau. La fréquence de l'onde radio associée sera différente pour chaque type de noyau. La

distribution de ces fréquences constitue le spectre RMN de la molécule (Figure 4-2 et Figure

4-3).
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B- Le RMN pulsé par transformée de Fourier.

Pour mesurer le spectre RMN par la méthode ci-dessus, il faut faire un balayage constant
et mesurer 1'énergie recue a chaque fréquence. C'est un processus long a cause de la faiblesse de
l'intensité mesurée. L'idéal serait de pouvoir mesurer l'intensité de toutes les fréquences radio en
méme temps. Ces ondes radio étant périodiques, leur addition donne une fonction d'énergie qui
est elle-méme périodique. Dans un récepteur radio conventionnel, il existe un filtre (constitu¢
d'une résistance couplée en paralléle a une capacitance variable, le bouton du «tuner ») qui ne
laisse passer qu'une fréquence entre I'antenne et le détecteur. Il suffit d'enlever ce filtre pour que

le détecteur puisse répondre a toute I'énergie radio regue par 1'antenne.

Pour connaitre la fonction d'énergie ci-haut, on excite toutes les molécules avec un

“flash” trés intense de champ magnétique H, qui comprend toutes les fréquences de Larmor
possibles. Ce flash ne dure qu'une micro-seconde et on mesure ensuite 1'énergie radio regue en

fonction du temps. Cette fonction étant périodique, il ne reste plus qu'a calculer les fréquences



radio par Série de Fourier (SF). Le seul point technique qui reste a considérer est que le vecteur
M retourne tranquillement a sa direction I:I0 aprés le pulse selon une fonction exponentielle
décroissante (Figure 4-2). La courbe telle qu'on la mesure suit donc l'apparence de cette
exponentielle - que 1'on appelle en anglais “Free Induction Decay” ou FID - de sorte qu'avant de
calculer sa SF, il nous faut donc la normaliser en la divisant par une exponentielle. Un exemple
de spectre FID pour les atomes de carbone de 1'a -pinéne est montré a la Figure 4-4 ci-dessous.
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Figure 4-4 : structure, spectre FID et spectre RMN-13C de 1'a -pinéne.

Nous pouvons maintenant nous demander quel est 1'avantage d'utiliser le RMN-Fourier.
Pour le phénoméne de résonnance, seulement les noyaux porteurs de spin “résonnent”. Avec la
mesure des hydrogénes d'un échantillon organique, il n'y a aucun probléme car plus de 99% des

hydrogénes n'ont qu'un proton par noyau; ils sont donc porteur de spin. Par contre le carbone



n'est composé qu'a 1.5% de C, l'isotope qui nous est utile. Pour un échantillon dilué, le signal
sera si faible qu'il sera noy¢ dans le bruit de fond de l'appareil : le rapport signal/bruit ( S/B )
sera donc tres faible. Cependant, il est possible d'améliorer ce rapport en faisant la moyenne de
plusieurs spectres et on peut démontrer que ce rapport S/B augmente avec la racine carré du
nombre de spectres utilisés. Par rapport au RMN conventionnel, le RMN de Fourier est de cent a
mille fois plus rapide dans la mesure d'un spectre car il lit toutes les fréquences en méme temps;
d'ou son avantage. Le spectre de 1'a -pin¢ne a été fait avec 200 passages, mais il est courant
d'avoir des spectres de plus de 10 000 passages. (Dans ce cas, méme en utilisant un RMN-
Fourier, une telle série de mesures prend une journée compléte.) Mentionnons également la
possibilité de prendre des spectres pour les intermédiaires réactionels ou pour les composés

chimiques a vie courte.

C- Latomographie RMN.

Lorsqu'un médecin observe une photographie aux rayons-X de son patient, il sait
reconnaitre la position des os et de quelques organes. Cependant, s'il voit une tumeur, il ne
pourra pas en déterminer la localisation exacte a partir d'une seule photographie car celle-ci est
bidimensionnelle, contrairement au corps humain qui lui est tridimensionnel. Il devra prendre
d'autres photos perpendiculaires s'il veut la situer plus avant et méme 13, a cause du flou créé par
les os et les organes, la position exacte d'une tumer reste souvent trés vague. Par exemple, si
celle-ci est située a l'intérieur du crane, c'est tout juste s'il pourra dire de quel coté de la téte elle

se trouve.

Pour résoudre ce genre de probléme, ce que I'on désigne par tomographie regroupe un
ensemble de techniques utilisées pour obtenir des photos précises et tridimensionnelles du corps
humain. La premicre de ces techniques développées fut la tomographie par rayons-X. Un
ordinateur prend une série de photos qu'il recoupe ensuite par rétroprojection (Figure 4-5). Le
calcul n'est pas aussi simple a effectuer que sur l'exemple illustré car les rayons-X sont absorbés
selon une expression exponentielle de 1'épaisseur des matériaux (Loi de Beer-Lambert) et de leur
densité¢ mais I'analyse mathématique en est connu. Une autre méthode, de plus en plus utilisée,
remplace les rayons-X par un champ magnétique pour sonder l'intérieur du corps humain et en

obtenir des images tridimensionnelles: c'est la tomographie-RMN.
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Figure 4-5 : illustration de la tomographie par rétro-projection.

La fréquence de Larmor d'un atome dépend du champ magnétique local. En

spectroscopie RMN, on applique un champ homogene H, qui est modifi¢ localement par les

noyaux voisins (Figure 4-2 et Figure 4-3). En tomographie RMN nous relions cette fréquence a

la position de I'atome en utilisant une molécule homogene, comme les hydrogenes de I'eau, a

laquelle on applique un gradient de champ ﬁo. Le terme gradient, indiqué ici par la petite fleche,
signifie que la valeur du champ I:IO croit linéairement avec la distance x. Dans I'échantillon, la

présence de molécules d'eau a la position x, donnera sur le spectre un pic a la fréquence f,. La
hauteur de ce pic sera déterminée par la concentration des molécules d'eau. La Figure 4-6 donne
un exemple avec deux bacs d'eau de grosseur et de position différente. Les ondes électro-
magnétiques utilisées en RMN sont des ondes radio. Leur longueur d'onde est par conséquent de

'ordre du metre, ce qui les rend utilisables pour I'analyse du corps humain.
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On ne peut utiliser ce gradient que dans une direction a la fois. Pour passer a1a2° ou a la
3° dimension nous devons apporter certaines modifications. La premiére solution a été
¢videmment celle de l'inventeur de la méthode, Lauterbur, qui a utilisé la méthode illustrée a la

Figure 4-5. Pour réaliser son expérience, il a pris deux capillaires remplis d'eau qu'il a placé dans

un appareil RMN modifi¢ pour l'occasion. La Figure 4-7 en illustre le principe en A et montre
(@)

en B le résultat tel qu'il I'a publié¢ dans la revue Nature en 1973

Figure 4-7a: Relationship between a three-dimensional abject, its
twodimensional projection along the Y-axis, and four one-dimensional
projections at 45° intervals in the XZ-plane. The arrows indicate the
gradient directions.



Figure 4-7b: Proton nuclear magnetic resonance zeugmatogram of the
object described in the text, using four relative orientations of object and
gradients.

D- Le théoreme du glissement (“Time Shifting”) et la 2e dimension.

A la place de la rétro-projection, les méthodes d'aujourd'hui utilisent la notion de la phase
f pour résoudre ce probléme de la 2° dimension. Dans le cas ou nous glissons une fonction
quelconque d'une valeur t sur l'axe des X, chaque composante de sa série de Fourier s'en
trouvera déphasée. Comme la fréquence n est inversement proportionnelle a la longueur d'onde,

la grandeur de ce déphasage angulaire va dépendre ¢galement de cette fréquence n en plusde t .

Comme nous l'avons vu a la section D du chapitre III, nous aurons alors:

TF(fon)) = ™ TF(£,)) (4.1)

Prenons deux ondes d'amplitude A4 et A(, de longueur d'onde identique. Si nous les
additionnons ensemble, ces deux ondes n'en formerons plus qu'une d'amplitude A4 = A+ A4

(chapitre 1, section B). Déphasons maintenant une de ces ondes, avant de les ré-additionner.
Nous obtiendrons toujours une seule onde, mais sa partie réelle (telle que calculée par TF) sera
maintenant de A4+ A%osf . En déterminant ce résultat en fonction d'un déphasage croissant,
nous pouvons trouver ainsi des renseignements sur les fonctions d'onde de départ. Par exemple,
en notant le déphasage en cm, un maximum d'amplitude a tous les 10 cm nous indique que la
valeur de la longueur d'onde | est de 10 cm. Un résultat encore plus intéressant, en ce qui nous

concerne, survient si nous appliquons ensuite une seconde transformée de Fourier; sur la base du



principe que la vitesse de déphasage par unité de temps ou de distance est elle-méme une

fréquence.

Prenons trois ondes Y , Ydet Y@, damplitudes 4, Alet A€ Déphasons maintenant
Y det Y @ mais en prenant une vitesse trois fois plus grande, soit3f , pour Y @. A chaque valeur
de f calculons maintenant la partie réelle de 1'onde totale, c'est-a-dire la somme de Y, Y (et
Y @ et portons la ensuite sur un graphique. L'ensemble du résultat obtenu sera une certaine
fonction périodique. Si nous appliquons une seconde transformée de Fourier a cette fonction,

nous retrouvrons les trois fréquences de déphasage, soit n = 0, 1 et 3 et la grandeur des

coefficients respectifs sera de 4, Alet AQ.

En pratique nous procédons comme a la section C, mais en prenant une seule mesure

dans la direction X. L'onde radio (spectre FID) générée par chaque molécule d'eau est alors du

type A, = 4, cos (le‘), avec W_ représentant la fréquence des molécules d'eau a la position x .

Nous reprenons ensuite cette mesure, mais en appliquant d'abord un premier gradient H, ,

appelé gradient codeur de phase et perpendiculaire au gradient I:IO’X pendant un temps ¢C.
Durant cette période, le spectre FID de chaque molécule aura le temps de progresser avec une

fréquence w, dépendant de y. A la fin du temps 7€, la phase de chaque molécule dépendra de

sa position y etvaudra f =w #(. L'équation de chaque molécule sera donc de:

A(t,x) = A, COs (w(x)t +f y,t¢) avec f ,4¢ = Une constante (4.2)

Nous recommengons ce processus plusieurs fois, en prenant un temps #¢ de plus en plus

long. A chaque fois, le déphasage f ,u¢ Sera donc de plus en plus important et sa variation en

fonction du temps représentera la fréquence w, .

En appliquant une transformée de Fourier a chaque mesure, nous obtenons d'abord les

fréquences W_ et les amplitudes A4

e Comme il est constant, le terme f | n'a aucun effet sur la

fréquence calculée mais il influence I'amplitude de A4, ,, selon cosf C'est cette derniére

,1¢?

variation qui nous permet de révéler la seconde dimension suivant I'axe des Y. Il suffit pour cela



d'aligner les résultats obtenus pour A, et d'y appliquer une seconde transformation de Fourier

pour obtenir le diagramme des valeurs de W, soit la seconde dimension recherchée (Figure 4-8).

SECONDE
TRANSFORMATION
-~ DE FOURIER

DE CODAGE
DE PHASE CROISSANTS

Figure 4-8 : En zeugmatographie de Fourier, on applique un gradient de champ
magnétique pendant un court instant juste avant que le gradient habituel G soit
déclenché. On applique le second gradient, appelé gradient codeur de phase, dans
un plan perpendiculaire au gradient initial et on augmente progressivement son
amplitude a partir de zéro par étapes successives. Aprés mesure du signal de
RMN et transformation de Fourier, on obtient une série d'images de plus en plus “
déphasées”. On fait alors subir aux points correspondants a chacune des images
(lignes brisées colorées) une seconde transformation de Fourier pour construire
alors l'image finale. Le terme zeugmatographie vient du grec zeugma, signifiant
ce qui relie. il désigne en l'occurrence la maniére dont 1'échantillon couple le
champ de radiofréquence et le gradient du champ magnétique.

L'explication que nous venons de voir est évidemment simplifiée car la spectroscopie
RMN comporte plusieurs phénomenes. Le raisonnement général reste cependant le méme. Dans
les références, le chapitre 2 dans Cohen ¥ décrit quelques méthodes additionnelles mais le plus

intéressant reste l'article de Pykett dans la revue “Pour la Science” V.
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Chapitre V- La Transformée optique.

A- Principe de base: la diffraction.

Jusqu'd présent les sources de lumilres interférentes que nous
avons examinées étaient des atomes diffusants. En 3 dimensions, une onde
lumineuse est sphérique. Pour la formation d'un train d'ondes paral-
l3les, Huygen a proposé qu'il s'agissait de la superposition d'une mul-
titude d'ondes sphériques (figure 5.1a). En longeant une substance
opaque, une partie de ces ondes sphériques sont absorbées. Ceci permet
aux ondes voisines de se répandre dans des directions auparavant inter-
dites, aprés le franchissement de l'obstacle. On appelle ce phénoméne
la diffraction. Dans le cas d'une petite ouverture, celle-ci devient la
source d'ondes concentriques (figure 5.1b). Avec deux ouvertures, il y
aura interférence qui va produire une série de bandes claires et sombres

appelées frange de Young. Idéalement l'intensité de cette frange est

sinusoidale.

Figure 5.1:
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B- Diffraction de Fraunhofer et disques d'Adry.

Dans le cas ol 1'ouverture est large, i1 y aura interférence al’'
intérieur méme de 1l'ouverture, 3 cause de la différence de parcour entre
les rayons lumineux diffusés par les limites. Avec un é&cran situé trés
loin, la trajectoire de ces rayons sera paralldle et la différence de
trajet par rapport 3 l'origine sera &gale 3 ysin 6 (figure 5.2a). L'am-

plitude mesurée sera la somme de toutes ces ondes diffractées:

@ —}-%—Esine

¥ - S £, . e dy

ou f <) @8t une fonction décrivant l'ouverture. Les intégrales du genre
[e sin ® d6 n'ont pas de solution exacte, et nous devons utiliser la

décomposition en série de e X, Pour les angles inférieurs 3 30°, nous
_ pouvons utiliser 1l'approximation suivante: o = sina, avec @ en radiant.

En remplagant 2w/ A par 'k', V¥ devient:

™ -ika
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Nous voyons que le patron de diffraction ‘P(a) est la transfor-
mée de Fourier (TF) de l'ouverture. Pour une ouverture 3 deux dimen-
sions, figure 5.2 b, nous devons connaitre la différence de trajet entre
les deux trajets paralléles O0Q et PQ. La figure 5.2 b illustre ce point.
Sur cette figure, ; est un vecteur allant de O vers P. La différence de
trajet est égale a la projection de T sur 3, projection que l'on calculé

3 l'aide du prodﬁit scalaire:

- -> -+ >
red = || |d]| cosY
- erd * YrYd * z zd

avec X, Y-et Z les coordonnées respectives de nos 2 vecteurs. Ceux qui

ne sont pas familer avec le produit scalaire, peuvent aller voir la sec-
=

tion E du chapitre III. Les coordomnées de r sont (x, y, 0); en posant

+ - - 3 -
i d une longueur de 1, ‘'ses coordonnées sont (sina, sinB, cosa), d'ou:

=y
a.t
i

xsina + ysinB

La différence de trajet totale est donc égale 3 la somme des
différences selon les directioms x et y. En prenant la méme approxi-
mation que ci-dessus, soit des angles en radiant, nous avons finale-

ment que:

® -ik(xx + yB)
/7 'f(x’Y)

-

Y (a,8) dx dy



Dans le cas d'une ouverture simple, la fonction f(x,y) égale 1
partout, sauf 3 1l'extérieur des limites ol elle est &gale 3 z&ro. Pour
1l'ouverture rectangulaire, y est une constante lorsque nous intégrons
x, et vice versa. Cela nous permet de séparer l'intégrale double ci-

dessus en 2 intégrales. Y devient:

% 4 K LA
Vi = ﬁ_[ et 4, € ’Jf

23
- /_':[MM ¢ pekr) o [ Z‘ en i) —cpo atrf 4y

Comme 1'ouverture est symétrique, c'est une fonction paire. Le terme
imaginaire de chaque intégrale est donc nul. Il est facile de voir que

le résultat devient:

sin3kaa _ sin 3 k8b

‘y(a,s) == i kaa & ka *ab+Cte

L'intensité que nous voyons ou que nous mesurons est proportion-
nelle au carré de l'amplitude. Cela provient du fait que l'énergie dans
une onde lumineuse est'proportionelle i la section transversale de l'onde
sphérique. ¥2 est appelée la Transforgé; optique de 1l'ouverture f(x, vy)-

sin"# k8b
Pour une fente trads mince, b-=+0 et 3 kBb) + 1, de sorte que l'inten-

sitd mesurée est:

sin® % kaa

I(a) - —r_—f‘( koa ) « Cte'

Paradoxalement le calcul pour une ouverture circulaire est plus
compliqué et demande l'emploi des fonctions de Bessel, car on ne peut
séparer x et y en 2 intégrales. Les figures 5.3a et b montrent les
patrons de diffraction obtenus pour une ouverture rectangulaire ou
circulaire. Si nous mettons deux ouvertures ensemble (proche l'une de
l'autre), le patron obtenu sera le résultat de la multiplication des
patrons en a ou b par une frange de Young: figure 5.3c et d. L'explica-

tion de ce phénoméne sera décrit au chapitre VII. Les patrons de dif-
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fraction que nous venons de voir sont appelés patrons de Fraunhofer.
Dans le cas de l'ouverture circulaire, les disques obtenus sont nommés

d'aprds celui qui les a observé em premier: Airy.

Figure 5.2:

(b)

C- La lentille: une transformée de Fourier naturelle.

Pour une ouverture simple comme la circulaire, il n'y a aucun pro-
bleme 3 placer l'écran suffisamment loin et de photographier le patron.
Avec un objet plus compliqué, nous aurons besoin de concentrer les rayons
paralleles. La lentille convexe a cette propriété de converger les rayons
parallgles en un point sur le plan focal, comme OB et HC sur la figure 5.4.
Chaque train d'ondes paralléles de 1l'objet diffractant &tant une composan-
te de sa transformée de Fourier (chapitre II, section C), il se forme sur
le plan focal 1'image de cette transformée de Fourier. La figure 5.4b en

montre un exemple simple, avec un réseau de points comme objet.
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Figure 5.4: Illustration de la formation d'un patron de diffraction

sur le plan focal d'une lentille.

Habituellement on se sert de cette méthode en chimie-biologie
pour l'analyse des photographies de microscope &lectronique. Le patron

de Fraunhofer obtenu sert aux analyses suivantes:

1- Analyse des périodicités dans une molécule.
2- Filtration et amélioration de la qualité des images.

3- Reconstitution de-structures 3 3 dimensions.

La figure 5.5 montre un schéma du montage expérimental. Les len-
tilles L; et L forme le train d'ondes cohérentes, la lentille L3 est la
lentille de diffraction. L'image de diffraction se forme sur le plan fo-
cal. On peut facilement l'obtenir en mettant 3 cette position une plaque
photographique. La lemntille L; sert & la filtration d'image, comme nous
le verrons plus loin. Pour &viter la perte de l'informationm sur la phase,
cette étape est faite simultanément 3 la premilre, sans passer par 1'in-
termédiaire d'une image photographique du patron. On insdre alors un fil-
tre 3 la place de la plaque photographique sur le plan focal de L3.

photographie plan de image
lumi2re monochromatique micro.-élec. diffract. filtrée

du laser
L : L~
by b3

Figure 5.5: Systéme optique utilisé pour la diffraction ou
la filtration d'image photographique.

Ly




Une technique que nous ne verrons pas ici est la clarification
des photographies floues. Comme la lentille des appareils photo agit
comme une transformée de Fourier, une image floue correspond 3 un dépha-
sage. Il est possible de corriger par calcul cet effet afin de retrouver
une image nette, si on connait les dimensions de la lentille. Je vous
invite 3 aller voir les résultats de cette technique 3 la référence sui-
vante:

Image Processing by Computer,

Scientific American 254 (4), pages 214-225, October 1981.

D- Analyse des périodicités d'une molécule cylindrique.

S1 une molécule possiéde une structure périodique, son patron de -
diffraction sera l'équivalent d'une série de Fourier. Malheureusement la
molécule est 3 3 dimensions et sa photographie 3 2, de sorte que son ana-
lyse se complique un peu. Un bon exemple serait celui d'un escalier cir-
culaire. Chaque marche 3 1'intérieur d'un tour complet correspond 3 une
périodicité, par exemple 15 marches /tour. Chaque tour complet est une
autre périodicité. Il y a également plusieurs autres trajectoires ( =
d'autres périodicités) de possible. Cependant sur l'image photographique
i 2 dimensions, ces périodicités hélicoidales seront déformées et le pa-
tron obtenu correspondra aux amplitudes d'une fonction de Bessel (figure

5.6a et b).

Nous pouvons cependant simplifier en reniarquant que la surface su-
périeure du cylindre est similaire 3 un plan. De plus les cStés de la mo-
lécule$ sont flous sur la photo. Le patron de diffraction ressemblera 3
celui d'une molécule plane: seulement les amplitudes maximum de la fonc-
tion de Bessel seront visibles. Cette approximation est illustrée a la
figure 5.6, avec la notation. Le premier chiffre 1indique la périodicité
pour un tour horisontale du cylindre (cellule unitaire horisontale), le 2€
la périodicité verticale (il y en a 2 d'indiqué par un rectangle). Rappe-

lons que sur le patron de diffraction, la distance entre chaque point et

-

le centre est inversement proportionnelle 3 la longueur de la périodicité.
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Figure 5.6: A gauche: illustration d'un cas idéal de diffraction
d'une structure hélicoidale 3 partir d'un masque percé par des trous
d'aiguille. A droite: notation désignant les maximums de la fonc-
tion de Bessel d'un patron de diffraction d'une structure hélicoidale.

Sur 1la figure 2 et 3 de l'article photocopié ci-joint, 11 y a
1'exemple pour le phage T;. Les diffractions correspondant aux périodi-
cités verticales forment des lignes facilement visibles appelées ligne
de réflexion (en anglais "layer line). La grosse croix centrale provient
du masque rectangulaire utilisé pour isoler la molécule du reste de la
photo et n'entre pas dans la numérotation. L'intensité maximale sur la
septidme ligne &tant au centre, elle provient de l'espacement verticale
entre chaque anneau du phage. L'&chelle &tant de 0.0081 A'/cm, 1la
distance de 3.2cm donne un espacement de 38A. La dimension verticale
de la cellule unitaire (ou unité de répétition) est donc de 7x388 =
266 A . L'original de cett photo est &galement disponible 3 la page 176
du Lipson. A titre d'exercice, vous pouvez calculer les dimensions de

la cellule unitaire en utilisant la 2© ligne de réflexion.

E- Filtration des images.

Un des problimes en microscopie électronique est que l'on voit
en méme temps les deux cotés de l'objet (cotés proche et opposé). Cette

superposition complique beaucoup l'analyse. Par exemple le phage T4 que
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nous venons de voir ressemble sur les photos 2 un empilement de disques
(figure 1 de l'article ci-joint), alors que sa structure est toute autre.
I1 y a aussi le "bruit" de 1'image, provenant de la mauvaise définition
ainsi que des déformations causées par les procédures de coloration. La
filtration optique consiste 3 reproduire une image filtrée de l'objet 3
partir de son patron de diffraction, en n'utilisant que les diffractions
correspondant 3 un coté& de l'objet. Cette seconde transformation se

fait simultanément 3 la premi®re en ajoutant la lentille L4 sur la figu-
re 5.5. Afin d'éviter de perdre l'information de la phase , on ne passe
pas par 1'intermédiaire d'une photo, om utilise plutdt directement 1'ima-
ge de diffraction en insérant un masque spécialemen; découpé au plan focal

de L3. La figure 5.7 montre le résultat obtenu (3 droite) 3 partir d'un

modéle de plastique (3 gauche).

Figure 5.7.

F- Reconstruction de structures tridimensionnelles.

La méthode de filtration optique est une amélioration, mais ce n'
est pas 1'idéal. Le mieux serait évidemment d'avoir une image de sa struc-
ture compléte en 3 dimensions, comme il est possible de le faire avec la

tomographie. Grace au théoréme de la projection, nous pouvons calculer



cette structure tridimensionnelle 3 partir des patrons de diffraction 2d.

Ce théordme s'énonce comme suit:

"Si nous projetons (additionnons) la masse d'un objet tri-
dimensionnel suivant une direction 8, la transformée de
Fourier de cette projection &quivaut 3 une section plane

dans la transformée de Fourier i 3 dimensions de l'objet."

Le patron de diffraction d'une photo correspond 4 cette transfor-
mée 2d d'une projection 6. En assemblant ces TF pour plusieurs angles de
projection, nous obtenons ainsi la TF tridimensionnelle compldte de 1l'ob-
jet. Il ne reste plus qu'd calculer sa TF inverse pour avoir la structure
compliéte de l'objet. La figure 5. 1llustre assez clairement ce principe.
I1 reste évidemment le probl2me de la phase, mais il ne faut pas oublier
que la diffraction optique n'est qu'un moyen commode de faire une TF & 2
dimensions. A partir de 1'original, l'ordinateur peut calculer sa transfor-
mée compl2te, incluant la phase. L'article classique dans ce domaine est
celui de De Rosier et de Klug en 1968, vous en avez une photocopie ci-
jointe. Avant de terminer, mentionnons un dernier probléme en microscopie
électronique, celui de la coloration. Bien qu'ils n'utilisent pas la
transformée optique, la technique utilisant un microscope 4 balayage de

Engel, Baumeister ef Saxton vaut la peine d'étre lue.

Exercice: A l'aide de la figure 6 de l'article photocopié ci-joint, donner
une explication raisonnable en 2 dimensions du théorame de la

projection. Indice: voir le chapitre II.
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Fig. 8 ¢ The mathematical principles of three-dimensional reconstruction. (a), A three-
dimensional duck and (b) its three-dimensional Fourier transform; (c), a projection of (a)
and (d) the two-dimensional Fourier transform of (c); (e), another projection of (a) and
(f) its two-dimensional Fourier transform; (g), the three-dimensional duck caiculated from
the three-dimensional Fourier transform (h) which was reconstructed by sampling three-
dimensional Fourier space with the two-dimensional transforms (d) and (f).
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Reconstruction of Three Dimensional
Structures from Electron Micrographs

by. - . . _

: . : . : General princlples are forrnulated for the objective reconstruction
D. J. DE ROSIER : - of a three dimensional object from a set of electron microscope
A. KLUG : .images. These principles are applied to the calculation of a three

MRC. Laboratory of Molecular Bloloxy.

Hlll: Road, Cambridge

Tas lt&nd&rd‘high resolution electron microscope has
a depth of foous of several thousand Angstrdms; making
the image a two dimensional superposition: of- different
levels-in the three dimensional structure.’ - The- focus
cannot be adjusted to different levels.within the object,
and so three dimensional structures are difficult to analyse.

Stereo~electron micrographs do not overcome this diffi- -

culty satisfactorily, as will be shown.

QOur method starta from the obvious prezmse that more
than one view is generally needed to see an object in
three dimensions. - We determine first the number of
views required for reconstructing an object to a given
degree of resolution and find a systematic way of obtaining
these views. The electron microscope images correspond-
ing to these different views are then combined mathe-
matically, by a procedure which is both quantitative
and free from arbitrary assumptions, to give the three
dimensional structure in a tangible and permanent form.
The method is most powerful for objects containing
symmetrically arranged subunits, for here a single image

. .dimensional density map of the tail of bacteriophage T4.

effectively contains many. different views of the structure.
The. symmetry of such an object can be intraduced
into the process of reconstruction, allowing the three
dimensional structure to be reconstructed from a single
view,. or 8 small number of views. In principle, however,
the metbod is applicable to any kind of structure, includ-
ing individual, unsymmetncsl pmxcles, or sections of
biological specimens.

Summary of Procedure

Electron micrographs are selected in whxch the details
of the structure show up best, as judged for example
in the phage tail described later, by their optical diffrac-
tion patterns®-:. The optical density in each image ias
sampled at regu_lar points on a grid by an automat’c
microdensitometer linked to a computer (unpublished
work of U. W. Amdt, R. .A. Crowther and J. F. W.
Mallett), which converts the image into a set of numbers
representing the density at each grid point. These numbers
are now transformed by computation into a set of Fourier
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amplitudes and phsses*. A Fourier synihesis is then
carried ouc which takes into account the symmetry of
the objecit and which builds up a three 'dimensional
map of the structure. The density at cach point on this
mnap is made up by the summation of Fourier components
contributed by all the different images of the object.
This final step is similar to the method which is used by
crystallographers for building up three dimensional maps
of inolecules from the amplitudes and phases of the X-rays
diffracted by u crystal. The X-ray diffraction pattern lacks.
information about the phases, but these are readily
calculated here from the density distribution in the
original electron micrographsy. ‘ .

Application to the Tail of Bacteriophage T4

The tail of the T-even- bacteriophages is made up of
a core surrounded by a contractile sheath. This contains
protein subunits  arranged in successive annuli which
are rotated with respect to one another, so that the sub-
units also-lie along oblique’ helical lines. On injection
of the phage DNA into the host cell the sheath contracts,
riding up the core. By comparing extended and- con-
tracted sheaths, we hope to discover the path of the
contraction process.

Fig. 1 shows an electron micrograph of an extended
phage tail which has been negatively stained. Its optical
diffraction pattern, reproduced in Fig. 2, is essentially
symmstrical about the meridian; because the tail is
helical, this shows that the micrograph is made up by
superposition from equally contributing substructures
at the neer and far sides of the particle. The diffracted
rays from the unwanted side of the particle can now be
filtered out, and a good image of the other side obtained
by optical recombination of the remaining diffracted
rays®. Fig. 3 shows such an imagoe from one side of the
phage tail, but the picture is still complex, because

it contains detail coming from different radii of the

particle. This difficulty is overcome by our new recon-
struction method which allows us to work in three
dimensions  and thus to separate the various radial
contributions§. ] o

Fig. 5 shows a model of the phage tail, consisting
of the core together with its sheath, obtained by applica-
tion of this method to the image in Fig. 1. It represents
a Fourier synthesis of the. particle at a resolution of
35 A, in which the solid parts represent regions inacces-
sible to the negative stain. Comparison of such density
maps frooi four different particles revealed only slight
differences. The model contains two sets of black wires

¢ Our method can be reformulated 5o as to carry out the reconstruction
proress without going through the intermediate stage of calcntuting Fourier
coefficients, hut this stage provides a uscfnl poineut which to check and if
aeceseary correet the data. Forexampie, in the case of a particle with helieal
symmetry like the phage tall, the relationship of the ph oun the two sides
of the meridian of & eomruummnhd Fourler transform provides a check
that the axis of the cle has been correctly chosen (rompure Fig. 4). If
the axis were not quite correctly ch , its position can be retined in Fourier

space,

t For example, for a helical particle the three dimensional Fourier pro-
gnmma takes the form of & Fourier-Bessel synthesis into which the appro-
priate helical parameters can be inserted®,

$ The parallel with X-ray diffraction can be carried further, for it is
possibie to determine the Fourier amplitudes by ontical diffraction from the
electron mi {mages. The determination of phases optically {s more
diffiendt, but we have tried out two ontical techniques for phase determinae
tion. (1) The straightforward, but tedious, method in which diffracted rays
are allowed to interfere pairwise to produce fringes, the positions of the fringe
minima with respect to some reference point giving the phase. The pro-
cadure was carried out nn our optical fitering aystem (compare ref. 2), but is
very laborious and was less sccurute than the densitometry method. (2) A
holographic method in which the diffracted rays from the subject are allowed
L0 interfere with a strong reference beam coming from a point in the same
plane as the subject. The holographic technique using this particular geo-
metry has been variously termed “Fraunhofer diffraction holography”* and
“Fourier transform holography”™®. This method has the same basis as the
heavy-atom methiod in X-ray crystailography®. The method was not

ar- _
sued iotensively, Lecanse our frst trials showed that, with subjects lucg as

ours cnataining very fine detail, a proper interferometric system would have
to be nonstructed’, .

§ Optical Altering is basically & two dimenasional operation and gives direct
resuita when applied to structares which are essentiailly two dimeasional, such
a8 overlapping sheeta’, thin-walled tubes (our work in preparation on the
structure of the polyheads of bacteriophage T4: Kiselev, N. A., De Rosier,
D.J..and Klug, A.. work in preparation on the structure of tubes of cataluse)
or shallowly grooverd solid objects (compare ref. 2),
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threaded through the two most prominent helical grooves;
they form parallelograms which mark out the unit cells.
There are six unit cells spanning the equator.of the
particle, corresponding to the number of subunits in the
annulus!®.i1, . : - :

We find a hole of about 30 A diameter along the axis
of the particle as we move outwards from the centre.
This is formed probably by the packing of protein sub-
units in the tail core about a rotational symmetry axis:
The resolution, however, is not sufficient to show up any
fine periodic variations in the surface bounding this
hole*. The model does show strong azimuthal fluctua-
tions in density at two radii. - Six helical tunnels of about
30 A diameter lie at a radius of 65 A, corresponding to the
boundary between the sheath and the tail core (Fig. 5¢).
The matter which alternates with the tunnels at this
radiue presumably represents the connexions between
tail and core. (These are to be expected, since the sheath
is found in the extended state only when surrounding &
core. - Free sheaths are always contracted!t.)

003

0-03 0-02 0-01 0 001 - o-02

; A= .. .
Fig. 4. Part of the computer-generated Fourfer transform of the image

1. The Fourier amplitude |F| along the second layer
. line is shown (compare Fig. 2), together with the accompanying phose a.
The dotted parts of the curves near the middle of the diagram depend
‘upon the exact region used to produce the Fourier transform; the
regions used to produce this figure and Fig. 2 were not exactly the same.

A complex set of protuberances extends from a radius
of about 90 A to one of 120 A at the outermost edge of
the particle. They begin in the region of the model
marked L (Fig. 5@ and b) between the annuli, then
-sweep up to the right, as they pass through the region
of an annulus, and finally join up by diagonal bridges
(S) with the units on the upper left and lower right.
The finer of the two sets of biack wires near the surface
passes under the bridges. The lower left-hand part of the
protruding unit is almoet in contact with the unit below
and.to the left. We cannot be sure, howesver, whether
these units are really not in contact or whether we merely
choso the contours marking the boundary between protein
and stain at slightly too high a denasity. '

Surprisingly, the cross-striations which give the
ap ce of annuli in the electron. microscope are
absent in the model. The cross-striations in the image
are produced by the superposition of outer gaps and inner
holes and do not correspond to deep serrations in the
particle. :

General Principles of Three Dimensional
Reconstructfon a

Because -of its. high rotational symmetry, ouly a single
two dimensional electron micrograph was needed to
determine -the three dimensional structure of the phage

¢ It should he stated that, In computing the map of the structure, it has
been assumed that all the matter in the tail has the same symmetry. If the
core had a different wmmetr{ from the sheath, smali modifications would be
introduced into the model, but the main features described in this paper
wonld be unchanged, . . ’ )
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¥Fig. 5. Model of the phage taliin the extended state. The portion
shown is about one-third of the actusal length. The modei wos
built from a saries of sectiouns in & three dimensionsl Fourier den-
sity map which Includes data to spacings of 38 4. a, Side view.
The black wires lying in the prominent helical grooves on the
surface serve to mark out the unit cells of the repesting structure.
The horizontal lines at the side of the photograph mark the post-
tion of the sanuli of subunita which can be seen in the electron
micrograph in Fig. 1. b, Model tilted forward. The fine black wires

T follow the path of the helical tunnels at an inner radius of adout
60 L. ¢, Same as ), but with part of the front half removed. Tha

heiical tunnels T lie between the tail core and the sheath.

The six pronounced helical ridges on the surface which run at an

. angle of about 30° to the particle axis (marked by brackets in )

can be identified with the helical “windings” which have been

revealed at the surface by shadewing with metai's. This ident!-

fication Axes the absolute hand of this family of helices. The same

family of helices can be seen as the stronger of the two sets of

oblique lines in the fitered image In Fig. 8, but their apparent hand

is reversed there because it is the litered image corresponding to
_ the far side which is shown.
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tail. WWe now outline the conditions for the recovery
of any type of three dimensional structure from trans-
uussion photographs and we formulate the part played
by symmetry more precisely. Large objects are examined
nsually by taking electron micrographs of thin sections,
but shis is not possible for amall particles. Instead of
working with the particle directly, however, equivalent
structural information in the form of its Fourier ampli-
tudes and phases can be used. If these could be measured
in three dimensions, they could be used in a Fourier
synthesis to compute the structure itseif. )
The electron microscope image represents a projection®
»f the three dimensional density distribution in the
object at all levels perpendicular to the direction of view.!
According to a theorem familiar to crystallographers,;
the Fourier coefficients calculated from a projection of
a three dimensional density distribution form a section
through the three dimensional set of Fourier coefficients
corresponding to that digtribution, By collecting many
different projections of a structure in the form of electron
nicroscope images, it should therefore be possible to
collect, section by section, the full set of Fourier co-
efficients required to describe that structure (Fig. 6).)
The number of projections needed to fill Fourier space
roughly uniformly depends on the size of the particle
and on the resolution, in much the same way as the number
of zero-layer precession photographs in a three dimen-
<ional X-ray analysis depends on the unit cell size and the
Jesired resolution. Similarly, rotation or screw symmetry
reduces the number of sections required, because different
orientations of the particle present identical projec-
tionst. The advantage of symmetry is illustrated in
Table 1 which gives the number of independent views
required to solve, to a resolution of about 30 A, com-
parable structures of linear dimensions of about 250 A.

Table 1
Iymmetry class Example Xo. of views
Helleal T4 phage tail 1
Icosahedral Tomato bushy stunt virus ~2
No symunatry Ribosome ~30

It may be helpful to restate the role of symmetry
lifferently. The projection of an object with rotational
symmetry is the sum of projections of its asymmetrio
nnit in the various symmetry-related orientations (and
nositions). In the reconstruction process the three
dimensional structure of the asymmetric unit is recovered
from the various projections of it which are contained
in a single image of the whole object. Looked at in this
way, an electron microscope image of the phage tail, .
which has forty-two subunits in-its axial repeat, effec.
tively presents projections of the subunit in twenty-one
different orientations, more than enough to reconstruct
*he structure}. The simplicity introduced by the sym-

¢ In precise tarmg, it [a the logarithm of the intensity of the teansmitted
slectron heam in the image which represents the projection of the tiicre
limensional distribution of absurbing (strictly scattering) material along the
nath of the bemm. For a distributing (2, y, z). the transmitted intennity [/ is,
.n conditions of singie scattering of electrons, related to the incident intensity
74 by the expression [ (2, ¥) =, XD [ = p s, ¥, 2) dz], where u is the mass
w.hgorption coefficient and 2 is messured along the direction of the beam. This
Interpretation vo & muss-thickness basis is, of course, only vulid if the stain
'3 amorphonus't, and if the spatial order in the liquid-like arrengement of
=cattering wtoms ie not shown up at the resolution with which one (g coae
rrued 1o the Linage™. This condition is obryed [nr the scale of structure
nwormally investiymted 1o biolowicul applications of electrnn microscopy,
Likewisq ul\e e:;‘omm.mn of single scuttering is obeyed for the thicknesses of

"I 1 avolv

For our quantitative work a measure of the transmitted electron beam Is
ziven by the optical density on the elertron micrnacope plate which is propoce
“lonal to it'®,  Thus in effecting the Fourier trausformation of the electron
inicrnscope _images, logarithms of the aptical densities should be used to
i-tsin the Fourier coeflicients uf the structure o(z, y, 2). Taking the logn.
ithm is easy 'o numerieal processing, bhut presents a prohlem when optical
.ethods wre used to measure Fourier amplituriesand phases. for thelogarithm
7 trapsmitted intensity in an optienl system is directiy proportional to the
ptical density and not to the logarithm of the optical density.

t Thisstutement asswines that the distribution uf stain posscsses the particle
sTmetry (for example, it cnuld have the form of a cylinder for a helical
artirle),  Departures from this must be taken into account, and the tech-
.cai problem will be Jdiscnssed elsewhere,

: [0 trrma of helleal diffraction theory. the amplitude of the Fourier trans-
e of the phage tsil has cviindrimul symmetry to the working resalution
»"*':aua‘n, there is no overiap of Bessel functions of different order on the luyer
vianest?,
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metry of the phage tail made us choose it for our first
attempt at three dimensional electron microscopy.

At this point, it is worth discussing the reason why
high-resolution stereo-electron microscopy is not, in
general, an adequate technique for solving a structure.
Stereo-microscopy does not reproduce structures in a
quantitative and tangible form, and has other draw-
backs. Information from pairs of correspcnding pointa
in a stereo-pair i3 combined visually. Even if one had
ideal pictures in which point-like features were clearly
resolved, some points in a complex, deep structure would
probably be obscured by others in front of them. To
overcome this difficulty, many pairs of stereo-pictures
would have to be taken. This brings one beck to the re-
quirements discussed above, but the procedure does not
tell one how these views might be combined, even subjec-
tively. For these reasons, stereoscopy is only suitable for
seeing details confined to the neighbourhood of a single
surface or for particularly simple three dimensional objects.

General Requirements for Implementation

If more than one projection of an object is needed to
resolve its structure, such projections can be obtained in
two ways. The most obvious one is to systematically tilt

Directions of view

hamloetha

Feurier transformation
of & projection

gives coefficients

in a section

of “Fourier space”

Reconstruction
by Fourier synthesis
using all sections

-
-
-
-
>
e
-
-
(--..--.--/

Flg. 6. Scheme for the general process of reconstrustion of s structure
from its transmission images,
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and photograph a single particle in the electron micro-
scope. If all the necessary projections are collected
regardless of particle symmetry, no assumptions are
needed to calculate the three dimensional structure.
The synthesis will reproduce any symmetry that the
particle possesses, but also any distortion it has suffered,
or any irregularity in the stain distribution. These
defects, however, can be detected by comparing Fourier
syntheses of different particles. For a complete set of
projections, the particles must be tilted accurately
by small increments to a total tilt angle of 180°. This,
however, presents the technical problems both of covering
the complete range of angles and of preserving the
structure during successive exposures to the electron
beam. Symmetry lessens the difficulties by reducing
both the number of different projections and the maximum
tilt angle required. So that symmetry can be used,
the orientations of the symmetry axes with respect to
the tilt axes must be found.

Alternatively, different images from a field of particles
are, in principle, projections of the same structure
(although in practice allowance must be made for varia-
tions in staining or perturbations in the different particles).
The exact orientation of each particle in relation to the
direction of view must be determined in order to relate
correctly the Fourier space section obtained from it
to those obtained from other particles. This would mean
determining the orientation of the particle for each
image before its exact structure is known. In practice,
ancillary tilting experiments would help in the recognition
of the views!*:1*, Recognition and determination of the
angle of view might be done more precisely by some
form of refinement process, such as the simulation of
particle images using a provisional model of the struc-
ture??1?, This would also help in assessing the preserva-
tion of detail in the different images. It is important to
integrate the information contained in the images of
different particles so that the effects of noise coming
from the sources mentioned above can be averaged out.

Concluding Remarks

Our method of three dimensional reconstruction
relates the analysis of electron microscope images to
the theory that has been developed for X-ray diffraction
analysis. The difference is that the ‘“phase’, which
together with the amplitudes of the Fourier components

allows the reconstruction of a three dimensional map,”

is lost in recording the X-.ray diffraction data. It is
preserved, however, by the focusing of the. diffracted
electron beam into an image. At the same time, one can
work with a single or a few particles and one is not

N
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confined to working with highly ordered crystals or
fibres as in protein crystallography. While small numbers
of particles can be used, more variability must be expecte
than is encountered in the average structure from, for
example, a protein crystal containing 1033-10%7 particles®.

Because the theory underlying this method is a very
general one, the method can be used for all kinds of
objects. It may be necessary, however, to modify the
various procedures used according to the particular
problem. In the example given here we have used single
particles, but the method could work equally well with
ordered aggregates or arrays such as sections of muscle
or small crystals.
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* Because the preservation of detail in electron micrographs is not usually
rfect, many examples must be examined and sssessed. The method of
optical diffraction® provides an objective assessment of the Information
contained {n an image of a periodically repeating structure, for it displays ar
avernge of ths genuine, repeating features. We have found by this tech-
nique that the resolution in electron micrographs of nevativuly stained bio-

logical specimens can be as high as 15-20 A (refs. 1 and 2).
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Chapitre VI- L'Infrarouge par Interférométrie.

A- Formule I = 0.5 LgJy (1 +cos 2ms8 ).

Un bon exemple d'application de 1l'intégrale de Fourier est son
application 31 l'infrarouge par interférométrie, ou IR-Fourier. C'est une
application précise d'une technique beaucoup plus générale: la Spectros-
copie d' interférence. Rappelons un principe de base de la lumidre: 1
intensité mesurée par un détecteur est proportionnelle au carré de l'am-
plitude de l'onde. Avec la diffraction aus rayons-X, 1l est facile de
calculer la racine carré des intensités. En spectroscopie d'interféro-
métrie on ne peut agir ainsi car dans un spectre les composantes ne se
séparent pas. Nous devons donc calculer la formule de 1'addition de deux

ondes en fonction de leur intensité (carré de l'ami:litude) plutdt que de

leur amplitude. Prenons deux ondes ¥; et ¥;, de fréquence et de phase
£1, £2, ¢y et ¢5. L'utilisation de la notation exponentielle a l'avan-
tage de simplifier les calculs trigonométriques, mais nous ne devons pas

oublier que cos8 = la partie réelle de eif,

1(wqt + 1(wat + 92)
‘{’-‘1’1+‘P2- Ay e 1 ¢l)+A2e
avec @ = 27f.

1{(wg —apt + (95 - ¢1)}}

¥y = e

i((ﬂlt'.‘ ¢1)
: Al -+ Az e

Pour la derni2re é&quation, nous utilisons la propriété que e*
e? 'eb. A tout instant, 1l'intensité est proportionnelle au carré de 1l'am-
plitude. Cette amplitude est elle-méme équi\(alente au module du nombre
complexe:

2
X

it + ¢;) 1{(wg - w0t + ($ -9} 2

e

1Y -‘yzl2 - Al +A5e

Comme le module du premier terme de droite = 1, en appliquant le

triangle de Pythagore nous avons:



[¥]2 = {a; +Ajcos((wy <wpt + (95 -01)) 1} +
{aysin((wy -wt - (9, -0)) 12
2 2 :
= A1" + AZ + 2A1A2COS{(CD2 —Cl)l)t + (¢2 —¢1)}
I = [¥[2 = Iy +I; + 2A1Ajcos{(wy-wpt + (6 -09)]
Pour l'avant-derniére é&quation, nous avons utilisé la propriété
que sin?0 + cos?8 = 1. L'intensité totale est donc la somme d'un terme
constant plus un terme variable en fonction du temps et de la différence
de phase. En spectroscopie d'interférence, nous additionnons 2 ondes de
méme fréquence (@1 = wj), de plus =1, = hﬁnax’ de sorte qu'en défi-

nissant ¢ = ZWX-=- 2my8 (avec V en cmcl), nous obtenons:

I(s) = 0.5 I(v) (1. + cos2ms) <+  Cte.

o

§ est appelée la '"'retardation', et représente la différence de
trajet entre les deux ondes. La différence de phase ¢ dépend naturelle-

ment de la longueur d'onde (V = 1/)) .

B- L'Interférométre de Michelson.

La figure 6.1 illustre le principe de la spectroscople d'inter-
férence. Une source de lumiére suffigamment petite pour émettre un fais-
ceau d'ondes en phase est couplée 3 un diviseur. Ce dernier divise le
faisceau en deux trains d'ondes auxquels on fait parcourir
une distance différente avant de les réunir 3 nouveau. Ils seront alors
déphasés et vont interférer. Comme plus le déphasage, et par conséquent
la diminution d'intensité&, sera grand en fonction de l'inverse de la lou-

gueur d'onde, nous obtenons ainsi la mesure de A.
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Figure 6.2: diagramme théorique d'un
interférométre de Michelson.

Figure 6.3: diagramme optique des
trois modes de fonctionnement du

Willey, modeéle 318 S.
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Dans 1'infrarouge, on utilise 1'interférométre de Michelson, figu-
re 6.2. Le faisceau de lumidre émit en S est divisé en deux par un miroir
semi-transparent G. Chaque faisceau vont ensuite se réfléchir sur les mi-
roirs 1 et 2, avant d'étre réunis 3 nouveau. Si entre les deux parcours
i1 y a une différence de trajet 8§, 1'intensité totale sera donnée par la
formule vue plus haut: 168,5) = 0.5 I(G)(l.-oc032n56). Dans le cas
d'une lumidre monochromatique, comme le laser, 1(6) sera une fonction pé-
riodique du genre cosinus plus une constante (figure 6.4a). Par contre
pour une lumidre polychromatique, le déphasage entre chaque fréquence ne
sera pas synchrone, puisqu'il dépend aussi de la longueur d'onde A en plus
de la retardation 8. A l'origine (§=2x = 0.), il y a interférence cons-
tructive pour toute les fréquences, I(G) .‘Imax’ mails avec l'augmentation
de la distance x, chaque fréquence se déphase @ son rythme propre. I(G)

variera autour d'une valeur asymptotique I_ = 0.5 Imax (figure 6.4b).

La figure 6.3 montre le diagramme d'un appareil récent, le Willey
318 S selon ses trois modes de fonctionnement. En 2’ on voit le parcour
suivi par le rayon laser, qui sert 3 déterminer précisément la distance x
parcourue par le miroir mobile. La retardation & =-2x. La figure 6.3b
montre le trajet parcouru par le faisceau de 1'échantillon. Remarquez que
1'chantillon est situé 3 1l'extdrieur de l'interférométre. Si la source
de lumi2re possdde une intensité I(G) 3 la longueur d'onde A, l'intensité

totale mesurée par l'appareil, qui ne posséde pas de monochromateur, sera

de: -
I \)21 av
t )
\)l \-)
2
Et pour un interférogramme: It,(é) = ijﬁal I(G)(la-COSZWvG) av

Si nous bornons d2 0 jusqu'a l'infinie (51 =0 et 62 = ®) , nous
voyons que It (8) est la transformée Cosinus (partie réelle de la TF) de
? (- -] -
- - dVv = 31 ,
I(v) En sachant (voir plus haut) que iIOI(v)d 3 £, (0) nous obtenons,
en appliquant la propriété de symétrie de la transformée de Fourier, que:
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I(G) - 2 j; ((It,(é) - &I(O)) cos(ZWGﬁg dé

- f-: ((It,((S) - 51(0)) cos(ZTr\-)G))dG

En appliquant cette Eéquation 3 1l'interférogramme, nous retrouvons
le spectre d'émission de la lampe I(G)' Le terme éI(O) ne représente qu'
une constante 3 soustraire. De méme s'il y aurait un échantillon placé
dans le faisceau lumineux, nous retrouverions le spectre I'(G) de cet
dchantillon. Pour obtenir son vrai spectre d'absorption, il suffit de
diviser ce spectre I'(G) par'le spectre de référence I(G) afin de corri-
ger les variations de puissances en fonction de la longueur d'onde de la
lampe. Pour le principe général de 1'IR-Fourier que nous venons d'énon-
cer, i1 n'y a aucune importance au fait que 1'absorption par 1'échantil-

lon ai lieu avant ou aprads l'interféromdtre. (Pourquoi? Indice: figure 6

Vu le colit de ces appareils, nous pouvons nous demander quels-
sont les avantages de cette méthode. Les deux plus importantsvsont 1'aug-
mentation de la sensibilité et de la résolution. Un IR-Fourier ne possé-
dant pas de monochromateur, la quantité de lumidre qui arrive au photo-
tube est beaucoup plus grande. L'IR-Fourier peut donc mesurer des trans-
mittances en dessous de 1% en guardant un bon rapport Signal/bruit, ou
encore pour prendre le spectre de sources de lumidre trés faible, comme
c'est le cas en astronomie. Quant ¥ la résolution, elle est habituelle-
ment de 0.1 & 2. cm™ ! pour un appareil commercial, et peut 8tre abaissée
1 0.005 cm~!. Un des inconvénients est que la bande de fréquence dispo-
nible est plus courte que pour un IR conventionnel, avec un prix augmen-
tant rapidement en allant du lointain vers le moyen et le proche infra-
rouge. Pour un appareil moyen-IR, le gain de temps sauvé par rapport i
un IR conventionnel peut cependant devenir trés grand, ce qui est un avan-

tage supplémentaire.

1)
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Pour compléter ce chapitre, le lecteur désireux de se rensei-

gner sur les méthodes d'apodisation devrait lire la section E du cha-

pitre VII.
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Chapitre VII- Convolution et Corrélation.

A- Convolution et corrélation.
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La convolution est une opération portant sur deux fonctions simul-

tanément, et définie par 1l'équation 7.1% la corrélation par l'équation 7.2.

Le résultat de la convolution est une nouvelle fonction de la variable t,

qui doit @tre commune aux deux fonctions premiéres, X(e) et h(t)'

T est

une variable temporaire, servant 3 calculer la convolution ou la corréla-

tion. Lors du calcul de 1l'intégrale, les fonctions x et h sont multi-

pliées entre elles, la surface calculée par l'intégrale est donc une me-

sure de l'intersection de ces deux fonctions. Pour la convolution,

la

variable T est négative pour la deuxigme fonction, h, il s'agit donc de

1'intersection avec son image miroir (autour de l'axe y).

Convolution: Yy = x(t)*h(t) = f x(ﬂh(t_r) dt
Corrélation: C(t) - x(t)e h(t) - f x('r-)h(t+‘c) dt

Pour comprendre la signification de ces deux &quations, emprun-

(7.1)

(7.2)

tons la démonstration graphique de Brigham, en 4 étapes. Pour la convo-

lution, figure 7.1a 3 4, nous devons:

1- Prendre l'image miroir de h(t)par rapport 4 l'axe des y

pour former h(-T)' x(t) donne directement x(T), figure 7.1 c.

2- Déplacer h(-T) par la quantité t pour obtenir h

figure 7.1 d.

3= Multiplier h figure 7.2 c.

(e-1) P&F ¥y’

4~ Intégrer le produit de h(t-r) par x(T) pour obtenir le

résultat de la convolution au temps t.

(t=1)’
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Le résultat obtenu pour différentes valeurs de t est montré & la
figure 7.2e. Une des propriétés importante de la convolution est que 1’
ordre des 2 fonctions ne compte pas: x(t)* h(t).- h(t)* x(t). Vous pou-
vez vous en assurer en répétant l'exercice ci-dessus, soit graphiquement
soit en d8coupant ces deux fonctions dans du carton. La corrélation est
similaire 3 l'exception de la premidre étape (celle de 1'image miroir de

que l'on ne fait pas. Si une des deux fonctions est symétrique

h(t))

par rapport 3 l'axe des y, c'est-d-dire une fonction paire, le résultat

de la convolution est identique @ celui de la corrélation.

x A h A
w P )
(a) (b)
> >
h y h #
(-t 4 (t-1)
(c) (d)
- > >
-> d L o
A x(n . 4 x(n x(7)
h(trﬂ h(2t,-r)—-\ M3t1'ﬂ
A v/ (e)
ty T (d) 2t, T o) 3tyy 7
x{1) te} ] x{T)
hi-1) h(‘trﬂ
| y(t l
P ) a,
(b) "

x(7) R x{7)
hi-t4-7) p W h(5ty-7)
y 4
1] (a) 7 AN g) (1

‘4 T \ - . N / 5(,7

all 0 ty 2ty 3ty 4ty S5ty ot

Figure 7.2: 1illustration graphique des étapes de la comvolution.
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B- Théoréme de la convolution.

Ce théoréme est l'un des plus importans, tant en mathématique

qu'en spectroscopie. Il s'énonce comme suit:

"La transformée de Fourier de la convolutionm, Y(t) , de deux
fonctions, x(t) et y(t), est égale au produit de la multi-

plication des transformées de Fourier de chaque fonction."

Sous forme symbolique: FT (x*y) == FT (x) *FI(y)
Vérifions: ”
Yo T X Y T L %@ Been O
® © -1i2mvt
Ty ~ _fm {_fm X0y Beery 97 }oe de

Une intégrale double correspond 3 un volume, soit une surface multipliée

par une largeur, ce qui nous permet de changer l'ordre d'intégration. En

utilisant le théoréme du glissement, nous obtenons:

- w - i2mut
Tyy — _fm X (1) {_{w Blery © dt } dt
© -i2mvt o -i2mvt
- _fw Xy © {_fm h(t) e dt} dt
® - 12mvT
= f X(py © {H(v)} dt = x(v) H(v)
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Ce théordme est illustré graphiquement 3 la figure 7.3. Les trois
* hexagones allongés indiquent 1'opération de la transformation de Fourier.
En spectroscopie ce théoréme a de 1'importance car il est impossible de
calculer une transformée de Fourier numérique en allant de -® jusqu'd +*® .
On choisit une limite de mesure au spectre expérimental, ce qui revient 3
mltiplier le spectre d'interférométrie idéal par une fonction carrée (fi-

gure 7.4a). Plutdt que d'avoir de beaux pics d'absorption, le résultat

gin 27t
Tt (figure 7.4b),

c'est-d-dire des pics &largis et lobés, avec une résolution diminuée. Il

sera la convolution de ces pics par la fonction

est possible de diminuer 1l'amplitude des lobes en faisant de l'apodisation,

]

L'apodisation (du grec: 'a': sans, et 'podos': pied) consiste 3 multi-

plier le spectre expérimentale par une fonction moins 'emmerdante', c'est-
3-dire dont la transformée de Fourier diminue plus rapidement vers zZéro

que la fonction ci-dessus. La fonctfon triangulaire, dont la TF est
sin?(2nmt)

T est une de ces fonctions les plus utilisées, (figure 7.4c et d).

n(v) ) x(t)

Figure 7.3:
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Figure 7.4: effet de deux types de troncation différents du

spectre expérimental sur le spectre calculé.

C- La fonction § et les réseaux.

‘Nous avons déj3 représenté les séries de Fourier sous une forme
graphique, 3 la figure 3.2. En diminuant 1'intervalle de fréquence entre
chaque composante jusqu'd 1'infiniment petit, la période (1l'inverse de la
plus petite fréquence) devient infinie. Ceci nous a permis de définir
la Transformée de Fourier. Est-il possible maintenant de faire l'opéra-
tion associée, c’est-a-dirgaigu%%gnsformée de Fourier (TF) d'une Série
de Fourier (SF)? Apparemment non car la TF calcule i partir de surface,
tandis que le graphique d'une SF 3 la figure 3.2 n'est qu'ensemble de
points sans dimension, ne d&limitant pas de surface avec l'abcisse. On
contourne ce probléme 3 1'aide de la fonction d(t-to)’ la fonction delta
ou d'impulsion. G(t-to) représente une surface unitaire (= 1) "sans lar-
geur' 3 la position ty. Une fagon de se représente § est de considérer
un rectangle vertical. S1i nous diminuons sa largeur par deux en méme
temps que nous doublons sa hauteur, la surface reste la méme. A la 1li-

mite, sa largeur devient dx et sa hauteur tend vers l'infini, mais sa

surface est toujours égale 3 1.



La fonction 6(t-to) possédant une surface, nous pouvons mainte-
nant représenter une série de Fourier par un ensemble de cette fonctien,
et calculer sa transformée de Fourier, figure 7.5a. Une suite infinie
de fonction S avec un espacement &gal s'appelle un réseau, et se définie

par G(t'-kt y» avec k=1, 2, 3... La figure 7.5 montre intuitivement
’ )

que la TF d'un réseau d'espacement T (T=t ) est un autre réseau d'es-

99

pacement 1/T. La fonction § permet donc de considérer les SF comme étant

un cas particulier de la TF. Un cas particulier existe lorsque la fonc-

tion § est située 2 l'origine (ty=0). Elle représente alors la cons-

a -
tante —2- de la SF, et sa TF est une droite constante, d'équation y =

2
Cte. C'est indiqué 3 la figure 7.5a par le déplacement vers le haut de

la fonction sinusoidale.

Le résultat de la convolution d'une fonction par G(t-to) est la
méme fonction, mais déplacée latéralement pour que son ancienne origine
concide maintenant avec t,. Si 3 la place nous convoluons cette fonc=-
tion par un réseau, le résultat sera une fonction périodique de cette
premidre fonction. Le haut de la figure 7.6 en montre un exemple. Le’
reste de la figure 7.6 ainsi que la figufe 7.7 décrit le reste du théo-

reme de la convolution appliqué aux fonctions § et réseau.

Figure 7.5: Pyfth= 1 +2cos (201,00 Hyin
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D- Convolution et transformée optique.

Dans notre définition de la fomction §, nous avons posé sa lar-
geur comme étant iInfinit&simale. En pratique 11 suffit que sa largeur
soit petite par rapport aux plus grandes.fréquences. Pour 1la transformée
optique, une petite ouverture en est un exemple. Avec une seule ouver-
ture, nous aurons une source d'onde concentriques, donnant sur l'écran
une intensité constante. Avec le cas de deux ouvertures, il y aura une
interférence entre les deux trains d'ondes, ce qui donnera une frange de
Young (fonction d'intensité sinusoidale). Le cas des ouvertures plus
‘grandes est plus intéressant. Nous avons vu i la section B-du chapitre V
la transformée optique d'une ouverture large rectangulaire ou circulaire,
figure 5.2a et b. Avec deux ouvertures semblables placées cdte-3-clte,
nous avons l'équivalent de la convolution d'une grande ouverture par deux
petites. Le théor2me de la convolution nous donne que le résultat de la
diffraction sur l'écran sera la transformée optique de 1l'ouverture large
multiplide par la transformée optique de deux petites ouvertures, soit

une frange de Young (figure 5.2c et d).

Bien entendue, ces propriétés ne sont valides que dans les limi-
tes de 1l'approximation que nous avons fait 3 la section B, soit que
o € gL. Mais on 1l'utilise couramment pour illustrer la transformée de
Fourier. Nous en voyons quelques exgmples 3 la figure 7.9. La TF d'un
réseau de lignes paralliles, espacées d'une distance a, est un réseau
linéaire de points espacés d'une distance a' = % . De méme, la propriété
de symétrie de la TF nous dit que la TF d'un réseau de points linéaire
est un réseau de lignes. C'est pourquoi nous employons la double fléche

pour désigner la TF.



En ¢ de la figure 7.9, 3 gauche, nous avons multiplié les deux
fonctions de a et b. Le théoréme de la convolution nous donne que la
TF de la fonction en ¢ sera le résultat de la convolution des TF de a
et b. Ce nouveau réseau est appelé le réseau réciproque, on le désigne
par un astérique (*) . Noter que la définition des distances n'est
pas la méme qu'en a et b. Ce réseau a une importance particuliére en
cristallographie, comme nous le verrons plus loin. L'angle Y* est le
complément de Y, c'est-3-dire que Y +Y* = 180°. Ce résultat provient
du fait qu'en deux dimensions, la maille réciproque a la méme forme
que la maille élémentaire, mais tournée de 90°. La figure d illustre
une autre propriété de la TF, quelle est cette propriété? Attention
de ne pas confondre un point, qui est 1'équivalent d'une fonctiom §,
avec une ouverture large,dont la TF est représentée par les disques

d'Adry.

La situation que nous venons de voir est identique 3 ce que nous
obtenons en diffraction aux Rayons-X. Un cristal est une fonction pé-
riodiqde d'une molécule. Cette distribution n'est pas seulement cubi-
que, elle peut &tre pyramidale, hexagonale, etc. Mais dans tous les cas
elle peut &tre décrite par la convolution de cette molécule avec un
réseau de points. Ce réseau est appelé le réseau de Bravais, ou la
maille directe. Il en existe 5 3 deux dimensions et 14 3 3 dimensionms.
Le patron observé sera le résultat de la multiplication entre 1la TF de
la molécule et la TF de la maille directe, soit le réseau réciproque.

Nous en voyons un exemple en 2 dimensions 3 la figure 7.10.

Mais avant de voir cet exemple, nous allons préciser la diffé-
rence entre cellule unitaire et molécule. Prenons deux chats et met-
tons-les nez 3 nez. Chacun de ces deux chats représente une molécule,
mais ensemble ils ne forment qu'une seule unité de répétition. C'est
cette unité de répétition que 1l'on appelle la cellule unitaire, et qui

représente la molécule, en diffraction aux rayomns-X.

/CZ
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En a de la figure 7.10, nous voyons le patron de diffraction

.. pdur une molécule, ce qui nous donne sa transformée optique que 1l'on
appelle la transformée moléculaire,fog TM. Remarquer que méme si la
molécule ne possddent aucune symétrie, sa TM posséde au minimum un axe
1‘§e;§ymétrie. Nous appelons cette propriété la loi de Friedel. Plagons
maintenant cBte-i-cOte deux moldcules. La transformée optique corres-
pondante sera le résultat de la multiplication de la TM par une frange
sinusoidale: figure 7.10 b. En mettaﬁt une suite infinie de cette molé-
-cule dans une dimension, puis dans les &eux, nous aurons la multipli-
cation de la TM d'abord par une suite‘de lignes, puis par le réseau

réciproque, figure 7.10 ¢ et d.

Comme plusieurs 1l'auront sans doute déj3 remarqué, nous venons
de faire 3 l'envers le chemin du chapitre III. C'est-3-dire qu'd partir
de la transformée de Fourier d'une fonction de longueur limitée (mais
non périodique), nous venons de passer 3 sa série de Fourier. En accord
avec Frangois Brisse, de l1'Université de Montréal, nous arrivons ainsi

aux deux problémes suivants en cristallographie:

— Premi&rement une fonction 'position’ f2’ la maille di-
recte, qui contrdle la position des t3ches de diffraction. L'ensemble
de ces t3ches constitue le réseau réciproque, et représente la TF de fz.

I1 est facile de retrouver fz i partir du réseau réciproque.

— Deuxiémement, une fonction 'intensité' fl’ représentant
la molécule ou plus précisément la cellule unitaire. Comme le diagramme
de diffraction obtenu est égale 3 la multiplication de la TF de fl par
la TF de f2, cette TF de fl n'est observable que lorsque TF (fz) = 0,
C'est cette fonction qui contrSle 1'intensité des t3ches aux noeuds du
réseau réciproque. Probléme & premiére vue facile, trouver-la fonction

fl est trés compliqué 3 cause de la perte de l'information sur la phase.
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E- Calcul numérique de la Transformée de Fourier.

Jusqu'3 présent, nous avons vu les principes de la TF et quel-
ques—unes de ses applications. Dans la pratique, nous nous retrouvons
avec un probléme plus terre-d-terre: celui de son calcul numérique.
Il ne s'agit pas ici d'élaborer sur les programmes d'ordinateur, mais
de voir leurs limitations inhérentes. Un ordinateur ne peut en effet
calculer une infinité de points. Dans le calcul d'une TF, par exemple

celui d'un spectre IR, nous aurons donc les deux problémes suivants:

1- Seulement une longueur finie de l'interférogramme est

connue.

2- De cette partie connue, seulement quelques points ré-

gulidrement espacés seront utilisés.
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La cause de ces deux problémes provient autant de 1l'appareil de
mesure que de l'ordinateur: 1'interférogramme posséde une retardation
maximale et sa résolution est limité. Ces deux limitations peuvent
'Svoir des effets assez inattendus.:_Prenoﬁs;le cas de deux bandes d'ab-
sdrpqion rapprochées qui auraient fusionnées sur le spectre IR calculé.
'?oQt‘résoudre ces deux bandes avec pfécision, devrions-nous recalculer
ce spectre en prenant plus de points sur l'interférogramme? L'interfé-
rogramme et le spectre d'absorption correspondant sont des domaines
inverses. Des points plus rapprochés sur cet interférogramme correspon-
dent 3 des fréquences calculées plus Eélevées, qui seraient tout simple-
mént placées 3 l'extdrieur du premier spectre. En fait, la résolution
d"un spectre, c'est-d-dire sa capacité de distinguer 2 bandes rappro-

chées, est déterminée par la longueur de son interférogramme:

1- Prenons la plus petite fréquence d'absorption, soit
v, 1. A cette fréquence correspond la plus grande longueur d'onde.
Pour résoudre cette onde, il faut par conséquent une grande retarda-

tion.

2- Prenons le cas de deux fréquences beaucoups plus éle-
vées, mais distantes d'une grandeur égale 2 Av = vn=l' Prises séparé-
ment, chacune de ces ondes interférent rapidement avec elle-méme, mais
nous ne voulons pas voir leur effet cumulatif. A cause de leur faible
différence dans la longueur d'onde, la ratardation devra &tre &galement

&tre trds grande pour les séparer l'une de l'autre, figure 7.1l.

La figure 7.12 montre un bon exemple de 1'augmentation de réso-
lution ainsi obtenue. Un interférométre commercial a une retardation
maximale comprise entre 10 et 20 cm, ce qui doone une résolution d'en-

~ -~

-1
viron 0.1 c¢cm pour l'infrarouge moyen. D& & des problémes d'ajuste-
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ment précis des miroirs, seuls quelques appareils "home made' peuvent

avoir une retardation d'un métre et plus, ce qui donne la résolution
- -1 -

théorique maximale de 0.0005 cm . On ne peut aller au-deld 3 cause

de l'effet Doppler, etc.

Mathématiquement, nous pouvons décrire cette perte de résolu-
tion, provenant de la tronquation, comme &tant le résultat de la multi-
plication de l'interférogramme par une fonction pulse carrée Q(x)'

Cela a comme conséquence de convoluer le vrai spectre d'absorption IR

sin2my
2m

élargissement des bandes, ainsi que la formation d'ondulatioms, ou "rip-

par la TF de Q(x)’ soit la fonction sinc(v) = Cela donne un
ples", 3 leurs bases. Nous pouvons diminuer ces ondulations en multi-
pliant 1l'interférogramme par une fonction triangulaire, dont la TF est
sincz(v), figure 7.4. Mais seulement un interférogramme plus long per-

mettra de séparer 2 bandes trés proches.

Comme l'interférogramme, ainsi que pour toutes autres fonctions
que l'on voudrait, posséde une longueur limitée, calculer sa TF sur or-
dinateur consiste en fait 3 en calculer sa série de Fourier. Cela donne
lieu 3 deux nouveaux phénomémes. Le premier s'appelle l'interpolation
par l'addition de z&ro. La résolution maximale en fréquence est déter-
minée par l'inverse de la période, et l'ordinateur ne peut calculer des
points plus rapprochés. La figure 6 du chapitre III 1'illustre parti-
culidrement bien. Dans le cas ol nous voudrions savoir avec précision
la position d'un pic, cela peut devenir particuliérement emb&@tant, comme
le montre la figure 7.13. En a, les pics ont une apparence fortement
crénelée, 3 cause de l'espacement deskpoints calculés. On résout ce
probldme en rallongeant artificiellement la période par l'addition de
zéro, figure 3.6 b-c et d-e. La figure 7.13 b montre ce que 1l'on obtient
en quadruplant ainsi la longueur. Chaque bande est maintenant dé&finie
par une douzaine de points. Il ne faut cependant pas confondre cette

précision accrue par une résolution plus grande.
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403.07¢

Figure 7.13.

403.307

40J.449

Use of excess zero filling to
improve interpolation of spectra. Spectrum
of the Mm 403 nm tripiet recorded at 15-um
slit width using a discrete array detector

_(a) without zero filling and (b) after 3x ex-
cess zero filling in the Fourier domain.
(Reproduced from reference 7 by permission
of the author and the American Chemicai

(o) (®) Saciety: copyright 1376.)

Le dernier phénoméne s'appelle en anglais "aliasing', et pro-
vient de la distance minimale entre les points. Pas plus qu'il ne peut
aller jusqu'a l'infiniment'grand; un ordinateur ne peut aller jusqu'id
1'infiniment petit dans.le rapprochement des points. Nous nous retrou-
vons alors dans la situation exactement inverse de la figure 3.6. Pre-
nons le cas d'un interférogramme infiniment long, mais &chantillonné
3 des intervalles de plus en plus grand. La période de sa série de
Fourier correspondante (le spectre calculd) diminuera. Pour une
fonction comme le pulse carré, cela ne pose aucun problime, mais dans
le cas d'un vrai spectre d'absorption,ce rapprochemedt peut donner lieu
2 la superposition de la base des pics. C'est ce que 1'on appelle 1'
aliasing. La figure 7.14 en donne un exemple simple. Comme la TF est
additive, 1'aliasing ne se manifeste pas seulement i l'extrémité du

spectre,mais séparément pour chaque bande.



Figure 7.14:

Le phénoméne de 1l'aliasing.

de Chamberlain, (modifiée).

Figure tirée

//0

J U T , 7
|
A
(b) r
. 1 -
IHHI ll“[; : i .
' A
(¢) A
| ,,l I L> H_ >
& 1T < S A
' .
(d)
TF
W . =




/1

Pour les fonctions possédant une valeur limite au-deld de laquelle
elles valent zéro, comme la fonction pulse carré, il y a une valeur cri-

tique pour 1l'échantillonnage de la TF. Cette valeur limite s'appelle la

fréquence de Nyquist, et vaut At = figure 7.14 c¢c. Par exemple si

2ve
nous voulons analyser un signal électrique dont la fréquence la plus éle-

vée est 60 hz, nous devrons l'échantillonner 3 une fréquence minimum de

120 hz.

Nous pouvons donner une signification mathématique bien précise

i cette propriété. Vous savez déjd que la TF d'une fonction réseau

G(T-kTo)’ avec k =0, 1, 2..., est une autre fonction réseau d'espace-

ment V, =TI, Comme &chantilloner une fonction revient 3 la multiplier
o

par la fonction § la TF calculde sera le résultat de la vraie

(T -kTo)’

TF convoluée par le réseau § avec vo‘--% . C'est le résultat
o

(v=kvg)’
de la figure 3.6. C'est pour cette raison que l'on nomme aussi G(T-kTo)
la fonction d'échantillonnage. Plusieurs d'entre vous auront surement
reconnu 13 la propriété utilis@e pour faire la figure 3.6, figure qui

nous a déji servi 3 expliquer le développement des TF 3 partir des SF.

Un vral interférogramme &tant tronqué et échantilloné, tous ces
effets vont s'additionner pour déformer les pics. Il est inutile de re-
venir sur la perte de résolution, mais il est bon de voir l'effet conju-
gué de l'aliasing avec l'ondulation. La figure #15 en montre le dévelop-
pement pour une fonction dont la TF est une bande large, de a 3 e. Dans
le cas oG nous voudrions recalculer la TF inverse, par exemple dans les
cas ol nous avons utilisé la TF pour le lissage de spectre (voir section
suivante), 1l est bon d'échantillonner la TF 3 la méme fréquence afin
de diminuer l'erreur. L'ensemble de ces deux fonctions &chantillonnées
s'appelle la Transformée de Fourier Ponctuelle, ou Discréte, et est mon-
trée sur la figure 7.15 f et g. Comme la TFD est un cas particulier de

la TF, elle possdde en gros les mémes propriétés.
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F- Lissage, dérivation et déconvolution des spectres.

Avant de terminer ce chapitre, nous allons jeter un bref coup
d'oeil sur certaines techniques de manipulations des données. Contrai-
rement aux autres techniques déjia vues, nous n'utilisons ici le domaine
de Fourier uniquement que pour faciliter certains calculs. Ces calculs

effectués, nous devons ensuite faire une TF inverse.

La premiére de ces techniques est le lissage des spectres. En
terme de TF, le bruit de fond est caractérisé par des fréquences éle-
vées, Pour lisser un spectre, nous calculons sa TF puis nous coupons
les hautes fréquences par tronquation. Le spectre obtenu apres la TF
inverse prend un aspect lisse, exempt de variations rapides. Mais
cette tronquation fait perdre aussi quelques "authentiques' fréquences
élevées, c'est pourquol le spectre lissé prend un aspect ondulé, pro-
venant de la convolution par la fonction sinc (x). (Voir section pré-
cédente) . Nous pouvons diminuer ces ondulations en multipliant la TF
par une fonction triangulaire, plutdt que carrée, figure 7.16 f et g,
ainsi que la figure 7. 4. Cette derniére opération a cependant 1l'in-

convénient d'élargir légérement les bandes.

Le domaine des fréquences permet &galement d'obtenir la dérivé
d'un spectre. Nous connaissons le théor&me de la dérivée, section D

du chapitre III:

TF ( d® £, ) = ({2m)™ TF (£, )
AEpR .

(x)

La figure 7.17 montre en a un spectre 3 dériver, et en b 1la
fonction de dérivation utilisée. La partie de cette fonction trian-

gulaire représente la multiplication par 2mv, et la partie droite est
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une tronquation triangulaire pour 1'élimination du bruit. Avant de cal-
culer la TF inverse, nous ne devons pas oublier le terme 'i', c'est-3-
dire qu'il faut interchanger les domaines réel et imaginaire. On voit

le résultat en c.

La derniére manipulation que nous allons voir est sans doute la
plus utile. Il s'agit de la déconvolution. Dans un appareil spectros-
copique, une bonne partie de la résolution perdue provient de la dif-
fraction lumineuse 3 l'intérieur du circuit optique de 1l'appareil. Cette
diffraction est causée par l'ouverture limitée des lentilles et du ré-
seau du monochromateur. Passant au travers de ce systéme, le faisceau
optique est ainsi "multiplié" par la fonction fa de l'appareil. Nous ne
connaissons pas cette fonction fa’ mais une trés bonne approximation est
une courbe de Gauss, ou courbe normale. Comme la TF de la courbe de
Gauss est une autre courbe de Gauss, nous pouvons dire que le spectre

mesurée est le résultat de la comnvolution par cette courbe.

Dans le domaine des fréquences, la convolution entre deux fonc-
tions est donnée par la multiplication de leurs TF. Par conséquent,
nous pouvons déconvoluer le spectre expérimental en divisant sa TF par
une courbe de Gauss. Nous en voyons un exemple 3 la figure 7.18 avec
deux spectres successifs d'une méme région. Le premier en a a &té pris
avec une résolution de 0.020 cm-l, et celui en ¢ avec une résolution de
0.010 cm_!. En b et d, nous voyons les résultats obtenus avec un pro-
gramme de déconvolution aprés plusieurs itérations. Remarquer dans les

deux cas, une augmentation de la résolution d'environ 2 3 3 fois.

I1 faut noter que ce procédé n'a rien 3 voir avec ce que l'on
appelle d'habitude 1'IR-Fourier, qui utilise un interférométre de Michel-

son. Cette technique de la déconvolution est tout 3 fait général et
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peut &tre appliquée 3 d'autres processus. Par exemple l'élargissement
et le recouvrement des bandes en chromatographie peuvent &tre approximés
par la convolution. On commence &galement 3 l'utiliser en spectrosco-

pie d'absorption UV-visible.

La TF n'est pas la seule méthode pour calculer la déconvolu-
tion. Cependant toutes ces méthodes, y compris la TF, ne sont pas si
simple que cela 3 calculer. Leur analyse approfondie sortirait du
cadre de cette introduction. Pour ceux et celles qui seraient intéres-
sés par cette technique, la bibliographie en comprend une sélection

choisie.

. 0,
A AL

9.9229 Cn- d.22° Fusn

s B

0€co

W A A A

8.A18 Cn-1 g.a311 FUNM
i1l |
AIREi
i
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CECONYOLVED 8.889 FUKR
9.980 1.8 2.89 J.88 q.80 S.09 4.00 7.90 8.830 9.088@ 182.29
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2111.50 cm 2110.50 cm "

Figure 7.18: Illustration de la déconvolution pour la

section Q du spectre IR du 7“GeH.‘. Référence: Blass &

Halsey.
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Chapitre VIII- La diffusion dynamique de la lumiére.

A- Introduction.

Avec ce chapitre, nous n'abordons pas seulement le dernier de
nos sujets, mais aussi le dernier né du laboratoire. Bien qu'utilisant
des principes depuis longtemps connus en analyse des signaux, leurs
utilisation courante pour la diffusion dynamique de la lumiére ne date
que des années 1970. Généralement lorsque la réponse d'un spectropho-
tométre varie rapidement avec le temps, nous pensons aussitGt 3 une im-
précision de l'appareil. Mais ces variations rapides peuvent venir de
1'échantillon méme, la loi des grands nombres ne jouant plus. En dif-
fusion de la lumidre, ces variations d'une variation continue du dépha-
sage, créée par le mouvement des molécules. Plus une molécule est
grosse, moins grande sera sa mobilit&. Logiquement les variations ob-

servées seront moins rapides, nous donnant une mesure de sa grosseur.

Nous appelons cette technique la Diffusion dynamique de la

lumidre, ou DLA. Les appareils modernes peuvent mesurer ces variatioms,
3 la condition que le volume de diffusion soit trés petit et 1l'intensité
d'éclairage trés grande. Seul le laser remplit ces deux conditionms,
c'est pourquoi on l'utilise 3 la place de la lampe au mercure. Pour
cette raison, nous appelons aussi cette technique la Diffusion de la
lumidre laser, en anglais '"Laser-light scattering', ou LLS. Un autre
nom est la Diffusion de la lumidre quasi-élastique, ''Quasi-elastic
Light scattering', ou QLS, pour une raison que nous verrons plus loin.
Pour en voir la théorie, nous aurons besoin d'utiliser la Transformée de
Fourier en 3 dimensions sous sa notation vectorielle. Ceux qui ne sont
pas familier avec devrait lire la section E du chapitre III. Cette sec-

tion 1'explique d'ailleurs en terme de diffusionm.
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B~ La fonction d'Autocorrélation.

Dans le but de simplifier 1l'écriture, nous allons utiliser le
symbole <y>, désignant la valeur moyenne de y: ;. C'est ce symbole qui
est le plus souvent utilisé. Soit une fonction f(x) caractérisant un-

systéme variable, ou fluctuant. La moyenne de f(x) se définie par:

1 N
£ - = I f
(t) N =1 (tj)
T
: f
- - f dt
T 0 (t)

Une des conditions usuelle est que cette moyenne soit stable dans
le temps: le systéme doit avoir atteint 1'état d'équilibre, figure 8.la.
Le terme autocorrélation indique simplement que l'on corrélére cette fonc-
tion avec elle-méme, voir le chapitre VII, section A. Cette seconde

fonction se définit par:.

oy T fy fp”

T
1
- 71 fof<t) fleep 98

Cette fonction est une mesure de la vitesse des variations de
f(t). Pour bien le voir, nous allons abandonner la notion d'intégrale,
pour nous concentrer sur un ensemble de quelques points. G(T) se défi-
nit alors par:
N
L g

< £ £
(1) N o1 (kt) “(ke+T)
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Rappelons que T représente un interval de temps. Avec T=0,

nous multiplions chaque point par lui-méme et G(O)'- <f(t)2>' Avec
T =1, nous multiplions chaque point avec son suivant. Posons de
fagon arbitraire que la moyenne de f(t) égale z&ro. Au cours du proces-
sus, naous multiplierons certaines valeurs positives par des valeurs né-
gatives, additionnant ainsi un terme négatif 3 la somme totale. En
toute logique- G(l) sera inférieur 3 G(O)' A mesure que l'interval
grandit, la probabilité d'ajouter ainsi des termes négatifs augmente:
G(T) est une fonction décroissante, (figure 8.2). A la limite, lors-
que 7T devient trés grand, il n'existera plus aucune corrélation entre
les couples de points. Nous multiplierons entre-eux des points disposés
au hasard de part et d'autre de <f(t)>’ figure 8.1d. Cela revient 3 °
multiplier entre-elles deux fonctions de hauteur moyenne identique, et

= <f, >2  c'est-i-dire que GC”) égale le carré de l'intensité

G () (t)

moyenne.

Intuitivement, nous pouvons voir que plus les varilations seront
lentes, plus longtemps les points seront corrélés entre-eux. (Corrélé

veut dire que la valeur de f dépend dans une certaine mesure de

(t+1)
f(t))° Nous verrons que G(T) est souvent une exponentielle décroissante
-kt ,
e d ° T)
du type G(T) G(O) e Pour expliquer la diminution de G(T) avec
nous avons l'assertion plus haut que <f(t)>=-0. Nous allons vérifier
maintenant si cette valeur de <f(t)? a une influence sur G(T). Défi-
‘nissons la variation de f(t) autour de sa moyenne par A(t) = f(t)" <f(t)>’

L3 . < >
et substituons cette expression dans l'Bquation de G(T) Comme f(t#'r)

- <f >, nous obtenons:
(e)’

[ ot

T
G(‘r) - T fo (A(t)*<f(t)>) (A(t+‘r) +<f(t)>) dt

T
1
-7 fo Botern * Fwo e

+ <f )>2} dt

(t



Puisque <f(t)>2 est constant, nous pouvons le sortir de 1l'inté-
grale. De plus la moyenne des variations autour de la moyenne de f(t)
est évidemment nulle: <A(t)> = 0, de sorte que:
T
G - <, > ez A A dt
(v (t) TJ, (8 (t+1)

La valeur absolue de f(t) n'ajoute donc qu'un terme constant a
G(T), terme égale 3 <f(t)>2' Seule compte donc les variatioms de f(t)
autour de sa moyenne <f(t)> . La variation A(t)’ que l'on écrit aussi

6f,(t)’ est appel@e 1la fluctuation.

La fonction d'autocorrélation est une fonction paire, c'est-3-
dire qu'elle est symétrique par rapport 3@ l'axe des y. Une explication
simple provient du raisonnement que déplacer une fonction vers la droite
par rapport i une fonction de référence est &quivalent d déplacer la
fonction de référence vers la gauche, figure 8.3a et b. Nous en tirons

1'égalité suivante:

-] «©

- f dt
ff<c> feemy OF ff(t) (t-1)
-0 - OO
c'est-3-dire que G(T) =-G(_T).
Figure 8.3.
A A

(a) (b)

_ N\

| §

/22
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C- La diffusion d'une macromolécule.

A cause des collisions avec les molécules de solvent, une macro-
molécule ne se déplace jamais longtemps en ligne droite, figure 8.4.
Aprés un temps t, le déplacement moyen de la macromolécule vaut R =
(aDt)“, ou D est le coefficient de diffusion de la macromolécule, en
cm?-sec'. La valeur de D est une bonne caractéristique, c¢'est sa mesure
qui est le but de cette technique. Nous pouvons représenter l'ensemble
des déplacements par un graphique linéaire, figure 8.5. En a, le temps
t vaut zéro et l'ensemble des déplacements est naturellement nul. “A
mesure que t devient de plus en plus grand, la probabilité que la macro-

molécule franchisse une certaine distance s'accroit, et la fonction

G s'applatit.

s, (R,t)

Cette fonction G représente la distribution de la proba-

s,(R,t)
bilité pour une particule de subir un déplacement i durant le temps t.

-

R est un vecteur, mais la fonction G est généralement symétrique

-
s,(R,t)
dans toutes les directions, ce qui nous a permit de faire la simplifi-

cation que R = R pour la figure 8.5. Suivons le déplacement de 100

macromolécules durant le temps tj. Si aprés ce temps tl, 10 macromo-

lécules ont subies un déplacement de 5 unit&s, alors G = 0.1,

S,(S,tl)
ou 107 de chance. Nous pouvons définir ce calcul expérimental 3 1l'aide

de la fonction § Par définition, pour la macromolécule j, Sj (R-5Y

3@

= ] si cette molécule a fait un déplacement de 5 unités, et zéro autre-

ment. D'ol:

1 N
G = = I ¢
s,(Ry,t) N =1 j,(t, R-Rl)

<8, R-R)

_ (10x 1) + (90x0) _ 4.1 gf R. =5un.

100 1
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Figure 8.4.

GS.(R’N C’;,(R,t,) . 63?(/62)

 j
N
N

Figure 8.5.

—_— a4 —
]
» T

Figgre's.é. Figure 8.7.
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La figure 8.6 décrit la position et le déplacement d'une macro-
molécule sous la forme vectorielle. Nous verrons plus loin que la dif-
fusion de la lumidre nous permet de connalitre la fonction Gs,(i,t)'
Cette fonction nous est utile car pour une solution diluée et en 1l'ab-
sence d'influence extérieure, tel qu'un champ électrique, elle est une
trés bonne solution pour la seconde &quation de Fick. C€ette é&quation
décrit la variation de la concentration des macromolécules si au temps

t=0, elles sont toutes réunis en un méme endroit, figure 8.7:

¢, &0 T %o

avec d o d2 C 5 ou D = coefficient de
(z, ) D3z (r»0) diffusion.

En 3 dimensions:

3 C = DV:cC ; ot V2= 42 d? d?,.
8t (r’t) (r,t) { de + dzz}

Avant de terminer cette section, précisons que R + (r

(&) " F(0y)?

- -
mais égale 3 la moyenne de ces déplacements: R == <r -T, . >.

() (0
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D- La notation vectorielle.

Rappelons d'abord 1'addition des ondes en notation exponentielle.
Trois ondes lbl, \JJZ et kb3, de méme fréquence mais de phase d)l, d)z et <b3
peuvent &tre additionnées sous la forme de vecteur sur le diagramme d'Ar-
cand, figure 8.8. Nous calculons cette somme en décomposant chaque

vecteurs dans ses composantes X et Y:

X(D.(b - lwl cos ¢ = A cos ¢
Yy ly| sin ¢ = A sin ¢

i

Comme multiplier par e dquivaut 3@ tourner un vecteur de ¢°

dans le plan complexe, selon la formule d'Euler: e ie—c:os 8 + 1sinb ,

nous avons:

Py - Ae:Le = A(cosf8 + 1isin8)

et VY - {Al cos¢>l + A, <:osc1>2 + Ajcos cb3}

+ i {A131n¢l + A251n¢2 + A3sin¢3}‘

1¢ ' ¢ 1¢
1l 2 3
Ale + Aze + A3e
3 id)j
- z A, e

31

Notons qu'en diffusion de la lumiére ‘i’t est 1'onde mesurée, elle
possédde une amplitude et une phase. Sur le diagi‘amme d'Arcand, c'est
donc un vecteur: _‘pt. Si A, posséde déjd un angle, cela n'exerce aucune

3
influence sur la rotation par e i¢: (Ae iG) e o . Ae i@+9) .
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Figure 8.9.
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La figure 8.9 montre un schéma expérimental de diffusionm. DG a
un effet de mécanique quantique, il se fait un certain transfert d'éner-
gle entre l'onde lumineuse et la macromolécule, de sorte que l'onde
diffusée a une longueur d'onde légérement supérieure 3 celle de 1'onde
incidente. Mais en diffusion nous faisons 1'approximation que Ad = Xi.
En physique, un processus qui s'accomplit sans transformation d'énergie
est dit "élastique". C'est de l'approximation ci-dessus que vient le
nom de Diffusion de la lumidre quasi-élastique. Le paragraphe suivant
donne un court résumé de la diffusion sous forme vectorielle. Pour une

explication plus détaillée, voir la section E du chapitre III.

Si ﬁi et Ed sont respectivement des vecteurs angulaires dans la
direction d'incidence et de diffusion, alors le vecteur de diffusion est

donné par:

Q¥
i
=
a
]
=¥

Comme Ed = Ei’ "la construction géométrique simple de la figure

8.9 montre que:

- - 3] 4r 8
q 'Zui sin > nr;sin >

-
C'est la loi de Bragg. Le vecteur q définit une onde harmonique

plane, de direction paralléle a q et de période Xh T%ﬁ—- —fé%i_g-

2
Les maximums de cette onde sont représentés sur la figure 8.9
>
par les lignes paralléles. Si r représente un point par rapport i une
origine de référence, alors la phase de 1l'onde diffusée par le point r

-
sera égale 3 la projection de r sur q ¢ = [q[ Ir[ cos = ¢ 'r, c'est-

i-dire que ¢r reeiq r. Ar est l'amplitude de l'onde diffusée.
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Notons que )\h diminue avec une augmentation de 1l'angle de dif-
fusion. Aux grandes valeurs de 6, une méme distance Ax correspond d un
déphasage plus grand. Les fluctuations observées en diffusion dynamique
seront plus rapides. Cette propriété est &galement utilisée en diffusion
de la lumidre classique, avec le diagramme de Zimm, pour &valuer les

dimensions des molécules.

E- La fonction intermédiaire d'autocorrélation.

Regardons la position d'une macromolécule j dans le plan de dif-
fusion, figure 8.10a. Sur cette figure, les lignes paralléles désignent
les crétes de l'onde harmonique par rapport 3 une origine de référence.
La phase de l'onde diffusée ij est égale 3 la projection de T sur E:

> > N - -
q°*r. Si aprés le temps t, la molécule s'est déplacée 3 une nouvelle

position ; , Sa nouvelle phase sera ¢ = —c; . ; . Par rapport au temps
t=0, le changement de phase sera = q °* r(t) -q-° r(o) =mq - (r(t)'-r(o)),
comme le montre la figure 8.10b. Ce changement de phase correspond &

une rotation du vecteur Yy sur le diagramme d'Arcand, figure 8.1lla. Cette
rotation supplémentaire peut &tre décrite par la multiplication de lb(o)

par eiM’:

-

ia'(; -T,.\)
_ (&) ~ o)
e Yooy ®

Rappelons que la phése initiale de ‘1’(0) n'a aucune influence sur
cette définition. Observons la macromolécule au cours de ses nombreux
déplacements. A chaque déplacement correspond un changement de phase,
soit E.(;(t+‘r) -;(t)) . En l'observant ainsi i interval régulier, nous
pourrons faire la moyenne de ces rotations de ¥, tel qu'observées dans

la direction de -c;:
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(b)

(a)

Figure 8.10.

re 8.11.

Fi
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N i+ (+ > )
1 T Gesn TG
F (* ) = 3 z e
s, (q, j=1
Ou ce qui est plus commun d'écrire:
-> - ->
iq * (r -Tr,..)
<e (t) (2N

Fs, (@h0)

Cette fonction Fs,(a,t) est appelée la fonction d'autocorrélation
intermédiaire. La macromolécule peut se déplacer damns toutes les
directions, mais la longueur de ses déplacements est limitée par son
coefficient de diffusion. Comme les changements de phases ne dépendent
pas seulement de la direction des déplacements, mais aussi de leurs lon-
gueurs, clairement cette fonction est reliée 3 la constante de diffusion

D. Quelle est cette relation?

La moyenne ci-dessus a &té faite sur l'ensemble des déplacements
possibles de la macromolécule. Or cet ensemble est représenté par la
fonction Gs (§ £)° La figure 8.12 montre cette distribution pour un

’ 9’
espace 3 deux dimensions. Sans connaitre explicitement Gs (§ £)’ nous
. ? ?
pouvons la définir par la relation suivante: <6(§-—(?(t)-—?(0))>’ (voir

la section C). La transformée spatiale de GS (%, t) au temps t est alors:
? b4

>

>
iq°R
G > - f G. = d
s»(3,1t) y s & ¢ R
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Comme les intégrales et les moyennes sont des sommes d'éléments,
nous pouvons les permuter. Ensuite, en utilisant la propriété que

) + =0 si A-f#'i, nous arrivons a:
®-24

r)

Gs,(q,t) - : <fv ° (-ﬁ-(;(t) _;(0)))

1q e (T, =T, ny)
- . ORECOUR

Cette &quation est exactement la définition de Fs &0 Nous
9 b}

en concluons que FS’(E estrla tranformée spatiale de Gs,(i,t)' De

> )

_plus, comme Gs,(i,t) est paire, le domaine imaginaire de Fs,(g,t) vaut
zZ€ro:
-> -
iq* R
F - G 2z e R
5, (3,0 N d
; G = (3°R) dR
- cos .
V 5,(R,t) q

A partir de Fs,(a,t)’ Gs,(i,t) peut &tre directement connue par
une transformée de Fourier inverse, ce qui nous donne alors accés i la
valeur de D. Mais voild, pouvons-nous connaitre Fs,(a,t)’ ou si nous
n'avons fait que changer le mal de place? Dans les sections suivantes,
nous allons voir que l'autocorrélation des fluctuations d'amplitudes

nous donne ) cette mesure de F - .
Sa(q’t)
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Figure 8.12.

A G’,, (ﬁ:‘t)

F- Une analyse des fluctuations et le théordme de Wiener—-Kintchine.

I1 est naturel de commencer cette démonstration par une &tude
plus approfondie des fluctuations. L'onde totale Y que nous mesurouns
est la somme de chaque onde wj’ figure 8.13a. Au temps t plus tard,
chaque vecteur wj aura tourné d'une certaine valeur :A¢j. Grosso-modo,
1'amplitude globale de ?(t) sera légérement différente de W(O)' Mais
il n'existe aucun moyen de savoir dans quelle proportion, car les chan-

gements de phase A¢j sont tous indépendant.

Figure 8.13. y
(4

7€



Nous en concluons que les fluctuations sont essentiellement
aléatoires. Connaissant la valeur de l'amplitude au temps t, nous ne
pouvont prévoir ce qu'elle sera au temps (t+At), ni méme si cette
différence sera positive ou négative. Par exemple au point A de la
figure 8.l4a, nous sommes 3 un sommet dans l'amplitude, qui ensuite re-
descend. Arrivé em B, pourrions-nous prévoir qu'elle continuera de
baisser? Non, car la méme situation se reproduit en C, mais 3 cet
endroit 1'amplitude remonte brusquement apré&s. Nous pourrions méme
mesurer le plus grand maximum d'amplitude sur un interval de temps trés
grand. Advenant le cas de se retrouver 3 nouveau a4 cette méme valeur,
comment pourrions-nous affirmer que nous n'allons pas &tre devant un

pic, certe plus rare, mais d'intensité@ encore plus élevée?

Une seconde observation est l'absence de "direction'. En allant
de A vers B, nous sommes sur une pente descendante. Mais pour un obser-
vateur qui irait en sens inverse, il serait devant une pente montante.
Par exemple, s'il nous &tait possible de voir la bande d'enregistrement
d'un de ces spectres, nous serions incapable de dire si elle se déroule
3 l'envers ou 3 1l'endroit. La fonction d'autocorrélation G(T) tient
compte de ce fait, car c'est une fonction paire. La raison simple est
que la multiplication est commutative: (AxB) = (BxA). Les trois cas

indiqués sur la figure 8.14b en sont un exemple. (Ré&férence: Reif.)

Quels renseignements pouvons-nous tirer de ces fluctuations?
Une premiére solution serait de calculer le temps moyen ﬁour avoir une
variation d'une unité d'amplitude, comme sur la figure 8.14 b. Mais
l'amplitude dépend de la concentration, nous aurions besoin de ce ren-
seignement. De plus, des cas comme le troisiéme de la figure 8.14 b
compliquerait les calculs. Il existe une solution beaucoup plus &lé-

gante. Cette solution utilise la notion de diagramme spectral; en an-

glais: 'power spectrum".

137
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Figure 8.14.

Le diagramme spectral d'une fonction est donné par le carré des
amplitudes de sa TF, sans aucune information sur la phase. Représentons
une de ces ondes par un vecteur dans le plan complexe, comme sur la fi-
gure 8.15 a. Le triangle de Pythagore nous donne que lwnlz'- An2 + an,
An et Bn étant ses coefficients réel et imaginaire. Notons tout de
suite qu'en notation complexe, nous arrivons au méme résultat en multi-

pliant 1l'onde wn par son-conjugué wn*, figure 8.15 b:

[wleiex |xp|e'ie = (A+1iB)x(A-1B) = A% + B?

ig - 16 ME

ou plus directement: = [y|? e

\ @ I \9
Am )-3

— o v e | e—

Figure 8.15. : l
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Nous avons vu au chapitre VII, que la TF de la convolution de
deux fonctions égalait 3 la multiplication de leurs TF personnelles.
Nous pouvons calculer un résultat semblable pour la corrélation. En

n'oubliant pas la convention des majuscules - minuscules, nous avons:

4 am = [T o) de

- lArYr

albora s Z(v) = .[“ [ '//‘ét) ;(f*'f/ d’t] e 4r

-22xVDP

- [ [ gy e ar| &

or L2TVT oo -4 2%V
-f/ﬂa-) [e L;(r)c sr| e

(Fhicms o platcnssT)

= ) S >(/v) Jc

En sachant que e 18 = c088 + 1isinb, mais que e -19 == cos8 -1 sind,
1'intégrale ci-dessus représente le conjugué de la TF de x(t) .  Comme Y(\))

est constant par rapport 3 dt, nous obtenons que:

) V) (v)

A



137

Dans le cas ou x(t) et y(t) seraient la méme fonction, soit f(t)’
nous obtenons que la fonction d'autocorrélation G(T) égale la TF du

diagramme spectral de f(t):

*

F V)

TF (G F avec F(v) = TF (f(t))°

)’ v)

- IF(\))IZ

Ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Wiener-Kintchine.

Nous pouvons douner une explication simple 3 ce théor&me. D'abord nous
savons que trouver la TF d'une fonction consiste 3 la décomposer en on-
des de phases et d'amplitudes variées. Isolons une de ces ondes: figure
8.16 a. Calculer la fonction d'autocorrélation revient 3@ faire glisser
une reproduction de la fonction f(t) sur elle-méme, puis de calculer la
surface d'intersection. Pour notre onde isol&e, cette superposition est
naturellement maximale lorsque T = 0; et cela quel que soit sa phase,
figure 8.16 b, Cette superposition diminue ensuite, mais l'onde &tant de
nature périodique, elle redevient maximale lorsque T = A. La fonction
reproduit ainsi le carré de l'onde, mais avec une phase é&gale d zéro,

NG
figure 8.16 ¢ et d.

Pour les cas ol nous voudrions trouver le diagramme spectral d'
une fonction donnée sous une forme complexe, soit un domaine réel plus
un domaine imaginaire, nous devons nous assurer de faire disparaitre la
phase. Dans ce cas-13, il est facile de voir que nous ne devons pas cor-

rélér la fonction f(t) avec elle-méme, mais avec son conjugué f(t)

TF (diagramme spectral) = < f(T) f(O) >



(a)

(c)

Figure 8.16:

SR,
.
>

Illustration du théoréme de

Wiener - Kintchine.
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(b)

(d)
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G- Application du théoréme de Wiener-Kintchine et mesure de D.

Nous pouvons, enfin, relier 1l'analyse des fluctuations au coef-
ficient de diffusion D. Commengons par le cas simple de 2 macromolécules,
figure 8.16. Au temps t=0, les macromolécules peuvent étre 3 une dis-
tance d'une demi-longueur d'onde, soit 32X Il y aura alors une inter-
férence destructive compléte. A mesure que le temps avancera, nos deux
molécules vont diffuser selon des chemins alé@atoires. Lorsqu'elles
seront parvenues a une distance d'une longueur d'onde, ou un de ses mul-
tiples, nous aurons une interférence constructive et 1'amplitude diffusée
gsera 3 son maximum. Entre ces deux extrémes, cette amplitude va fluc-
tuer. Le temps moyen que nous pourrions mesurer entre ces deux extrémes
serait une mesure directe de la vitesse 3 laquelle nos macromolécules

franchissent la distance & A

Passons maintenant au cas plus rédaliste d'une solution contenant
un g%and nombre de ces macromolécules. Isolons une de ces molécules et
observons son déplacement, tout en immobilisant les autres, figure 8.17a.
A premidre vue son mouvement est quelconque, mais dans l'interval de temps
At nous pouvons le résumer par une direction globale E, figure 8.17 b.

A mesure que la macromolécule sera en interférence destructive ou cons-
tructive avec l1'ensemble des autres, sa contribution & 1l'amplitude totale
sera semblable 3 celle de la figure 8.17 c¢. En autocorrélant cette con-
tribution, nous obtiendrons la fonction cosinus décrivant le mouvement
moyen de la macromolécule suivant la direction E: figure 8.17 d. Remar-
quer la disparition des variations rapides (le "bruit") du signal; qui
s'annulent mutuellement, n'étant pas corrélées. Cette mesure dépend de
la projection de 3 sur E, elle sera donc proportionnelle i cos A¢. Pour
une direction perpendiculaire 3 E, il n'y aurait en fait aucun changement

d'interférence relié au déplacement de notre macromolécule.
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Si la macromolécule franchit, en moyenne, la distance R durant

le temps t, alors la valeur de G( ) sera égale 3 cos (3'§). +G(t) est

sa fonction d'autocorrélation et R est dans la direction de d. Pour
1'ensemble des macromolécules, nous devrons additionner toutes ces fonc-
tions G(t . La probabilité pour qu'une macromolécule franchissent la
distance R durant le temps t est donnée par la fonction Gs,(ﬁ,t)' En
inposant la condition que‘G(o)-l, ce que l'on appelle la normalisation,
nous avons:

G(t) - J'V cos (q *R) Gs,(i,t) dR

Sy T Fa,@w

En autocorrélant les fluctuations d'amplitudes, nous obtenons

directement la fonctiomn F aprés la normalisation, c'est-3-dire la

>
s,(q,t)
division de G(t) par G(d). I1 ne nous reste plus qu'd calculer la TF

de F_ >
s,(q,t)
tionnant 1l'équation de Fick. Il existe cependant une méthode plus directe

pour obtenir G_ , puis trouver la valeur de D en solu-
s,(R,t)

et plus simple. Prenons l'Equation de Fick:

- DV%G

59(-i’t) S,(-ﬁ,t)

2
ot

Mais comme Fs (; £) est la transformée de Fourier spatial de
’ 14

G = , nous pouvons utiliser le th&oréme de la dérivé:
3,(R,t)
FT ( # G 2 .\) - (1q):F -
'—a? S,(R’t) Sa(q9t)

>

2
- - F >
1 %s,@,t)
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Substituons cette valeur dans 1'équation de Fick:

-

F -q%D

s,(3,t) Fe, (@,

3
at
La solution de cette équation différentielle est trés simple.

Vous pouvez vérifier facilement que:

-¢’Dt

Fs,(g,t) e (hétérodyne)

L'autocorrélation des fluctuations d'amplitudes est donc une
exponentielle décroissante, de pente logarithmique = -qZD, avec
q = £§L-sin-%-. L'intensité mesurée par un tube photomultiplicateur
est proportionnelle au carré de 1'amplitude de l'onde. Certains appa-
reils dérivent une partie du faisceau laser directement sur le tube PM.
Agissant comme amplificateur local, ce second signal permet de mesurer

directement 1'amplitude. C'est ce que l'on appelle le mode hétérodyne.

La majorité des appareils fonctionnent sur le mode homodyne,
c'est-d-dire sans second faisceau. L'équation compléte de l'autocor-
rélation de l'intensité pour ces appareils, sans correctiom pour <I>

nl normalisation, est alors:

—2<th

2 2
GI,(t) <I> + <I°> e (homodyme)

- 2>.
avec GI,(O) <I

115
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