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A- Principe des Séries de Fourier

Il est naturel de commencer cette étude par les Séries de Fourier, que l’on écrit en abrégé SF. 
Nous verrons au chapitre 7 qu’elles représentent un cas particulier de la Transformée de Fourier
(TF) lorsque l’on applique cette dernière aux fonctions périodiques.  La figure 1a représente la
fonction sinus (x).  C’est une fonction périodique car on peut la diviser en intervalles identiques. 
La fonction d’onde carrée à la figure 1b est aussi une fonction périodique.  Historiquement, il est
connu depuis longtemps que l’addition de deux ou plusieurs fonctions périodiques donne une
nouvelle fonction périodique.  Il était aussi connu que si pour composer cette nouvelle fonction
on utilisait uniquement des sinus (ou des cosinus), on pouvait les retrouver par analyse à l’aide
des formules d’Euler-Clairaut.  Le baron Joseph de Fourier a grandement étendu l’application
des formules d’Euler-Clairaut aux autres types de fonctions périodiques; de sorte que ces
formules sont aujourd’hui plus connues sous le nom de formules de Fourier.

Figure 1.
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Il existe plusieurs versions équivalentes pour les formules de la SF. Dans le cas d’une fonction
de période égale à 2π, nous retrouvons généralement la formulation suivante:

où la variable ‘n’, appelée la fréquence, est un nombre entier allant de 1 jusqu’à l’infini.  Les
coefficients a0, an et bn sont calculés en appliquant les formules de Fourier (ou d’Euler-Clairaut):

Ces formules apparaissent à première vue rébarbatives, mais nous allons voir qu’elles cachent
derrière elle un principe fort simple.  Rappelons d’abord que l’intégrale ne fait que calculer la
surface entre une courbe et l’axe des X.  Cette courbe est représentée par la fonction f(x) dans la
première équation et par le résultat de la multiplication de cette fonction f(x) par cos(nx) ou
sin(nx) dans les deux autres.  Notons aussi que dans ce dernier cas, il ne s’agit pas seulement
deux équations mais bien de toute une série (infinie) puisque que n varie de 1 jusqu’à l’infini. 
Rappelons également deux propriétés importantes de l’intégrale:
 

D’abord, bien que l’intégrale calcule une surface, il s’agit d’une surface arithmétique et
non pas géométrique; de sorte que le résultat peut être positif ou négatif.  On dira de cette
surface qu’elle est positive si elle est située en haut de l’axe des X et négative si elle est
en dessous.  Si elle est située de part et d’autre, on soustrait la zone négative de la partie
positive, de sorte que le résultat final sera plus petit que la surface géométrique et peut
même être égal à zéro. 

Une intégrale de zéro ne signifie donc pas que la courbe est collée sur l’axe des X mais
simplement qu’elle est répartie également de part et d’autre de cet axe.  Mentionnons tout
de suite que l’intégrale d’un sinus ou d’un cosinus sur une période complète sera donc
égale à zéro, puisque ces fonctions sont symétriques par rapport à l’axe des X.  C’est ce
concept qui est en bonne partie responsable du fonctionnement des formules de Fourier. 
De plus, comme les surfaces sont additives, nous pouvons écrire que:

1.  

l’intégrale d’une somme de termes est égale à la somme des intégrales de chacun de ces
termes:

2.  



Ces propriétés sont illustrées à la figure 2 pour la fonction sinus.  En (a) nous voyons de la
propriété #l que l’intégrale de sin(x) entre 0 et 2π est toujours égale à zéro, tel que mentionné
plus haut.  Le choix des bornes n’a pas d’importance, la seule condition étant que l’on doive
intégrer sur une période complète; soit un intervalle de 2π dans ce cas-ci.  Si nous répétons
maintenant ce calcul pour la fonction sin2(x), illustrée à la figure 2b, nous voyons d’abord que
cette courbe est située exclusivement en haut de l’axe des X; son intégrale ne sera donc pas nulle
mais positive et donne dans les faits un résultat de π.

Figure 2

Enfin, si nous calculons l’intégrale pour la fonction f(x) = sin(x)sin(2x), nous obtenons de
nouveau 0, comme le montre la figure 3.:

Figure 3.

Il en sera de même pour tous les cas où la fréquence de la première fonction sinus sera différente
de la seconde.  Si nous prenons le cas général d’une fonction sinus de fréquence n et
d’amplitude A, nous obtiendrons toujours les résultats suivants :



Ainsi, par exemple, nous aurons les résultats suivants:

De façon générale, nous pouvons donc écrire que les intégrales du type ∫ A sin(kx)sin(nx)dx,
intégrées sur une période complète de 2π, seront toujours égales à Aπ pour les cas où n = k et
égales à zéro pour tous les autres, c’est-à-dire pour les valeurs de n ≠ k.  Dans le premier cas,
nous n’avons plus qu’à diviser le résultat par π pour retrouver la valeur de l’amplitude A; cela
quelle que soit la fréquence de base puisque Aπ est indépendant de n.  Enfin, dans les cas où
nous multiplions entre-elles deux fonctions sinus et cosinus, le résultat obtenu sera toujours égal
à zéro; peu Importe les valeurs de n et de k.

Figure 5.

Nous allons maintenant prendre le cas d’une fonction périodique composée par la sommation de
sinus et cosinus de fréquences et d’amplitudes variées:

f(x) =  A0 + A1 sin(k1x) + A2 sin(k2x) + … + B1 cos(k1x) + B2cos(k2x) + …

   = A0 + A1 sin(x) + A2 sin(2x) + … + B1 cos(x) + B2 cos(2x) + …

Dans sa deuxième formulation, nous couvrons l’ensemble de toutes les fréquences, c’est-à-dire
que nous posons que kn = 1, 2, 3…; ce qui ne restreint en rien sa généralité puisque chacun des
coefficients Ak et Bk peut être égal à zéro.  Appliquons maintenant la deuxième formule de



Fourier, c’est-à-dire que nous allons multiplier cette fonction par sin(nx) et l’intégrer sur une
longueur de 2π :

car toutes les intégrales de la première partie de l’avant-dernière étape valent zéro si n ≠ k tandis
que toutes celles de la seconde – là où on multiplie entre-elles des sinus avec des cosinus – valent
zéro.  Il ne reste plus que la valeur du coefficient Ak multiplié par π.  En choisissant les valeurs
de k, nous pouvons ainsi calculer un par un les coefficients An.  De même, en utilisant la
troisième équation de Fourier, il est possible de calculer les coeffficients Bn, associés aux
cosinus, en remplaçant sin(kx) par cos(kx) dans le calcul ci-dessus.  Quant au coefficient A0, qui
correspond au déplacement vertical de la fonction, on le retrouve facilement en appliquant la
première équation de Fourier, c’est-à-dire en intégrant simplement la fonction f(x) sur une
période complète car alors l’intégration de tous les termes sinusoïdaux donne 0 :

Notons que dans la formulation habituelle des SF, celle qui est fournie au début de ce chapitre, le
terme A0 est remplacé par a0/2; ce qui permet de rendre uniformes les trois équations de Fourier
en les divisant toutes par 1/π.  Ce changement aura son importance lorsque nous verrons
l’intégrale de Fourier, car ces trois intégrales seront alors fusionnées en une seule.  Dans les cas
où la période est différente de 2π, nous pouvons appliquer les formules équivalentes suivantes:



Période = p:

Période = 2p:

B- Les Séries de Fourier

Alors qu’Euler et Clairaut s’étaient intéressés uniquement aux fonctions dont ils savaient être
composées exclusivement de la sommation soit de sinus, soit de cosinus (mais pas un mélange
des deux); le baron Joseph Fourier, lui, a voulu savoir ce qu’il advenait des autres types de
fonctions périodiques.  Au début des années 1800, alors qu’il s’intéressait au problème de la
transmission de la chaleur dans les barres - qui était un problème de calcul différentiel et intégral
fort d’actualité à l’époque - il s’est demandé s’il était possible d’approximer une fonction
périodique quelconque en la décomposant en une somme de plusieurs sinusoïdes.  Il s’est posé
cette question car, s’il savait calculer la solution de la transmission de chaleur dans les cas où la
variation de la température à l’une des extrémités était soit constante, soit suivait une fonction
sinusoïdale, il ne le pouvait pas pour les autres types de variation, comme par exemple s’il
s’agissait d’une excitation semblable à l’onde carrée de la figure 1b.  A juste titre il s’est donc



demandé s’il était possible d’approximer l’onde carrée (ou plusieurs autres fonctions
périodiques) par une somme de sinus ou de cosinus; lui permettant ainsi de diviser le problème
de base (l’excitation en forme d’onde carrée) en plusieurs sous-problèmes connus (chacune des
sous-excitations sinusoïdales).

Il a donc cherché à savoir quels types de fonctions périodiques il pouvait ainsi approximer et
quel en serait le degré de précision.  À son grand étonnement, il s’est aperçu qu’en utilisant
simultanément une somme de sinus et de cosinus, il pouvait approximer n’importes quelles
fonctions périodiques, avec le degré de précision voulue; cela à condition de respecter certaines
conditions peu restrictives, comme par exemple l’absence de point situé à l’infini ou de valeurs
indéfinies.  La démonstration exacte de ce théorème sort du cadre de cette présentation mais la
figure 6 en montre une illustration graphique pour la fonction d’onde carrée.  On y voit le fait
que la soustraction de la fonction d’onde carrée par une fonction sinus fournit un reste
(différence) dont la fréquence est d’ordre supérieure.  Il est donc possible d’approximer ce reste
par une nouvelle fonction sinus de fréquence plus élevée et ainsi de suite jusqu’à l’infini; avec
une approximation toujours croissante.



Figure 6

Et ainsi de suite… Pour ceux que cela intéresse, nous allons calculer la série de Fourier pour
cette fonction d’onde carrée.  On peut la définir entre π et -π par les deux équations suivantes:
f(x) = -l pour -π < x < 0 et f(x) = l pour 0 ≤ x ≤ π.  Les points de la fonction situés à -π, 0 et π sont
appelés des discontinuités, car la pente est infinie (verticale) à ces endroits.  Si nous appliquons



les formules d’Euler-Clairaut (ou de Fourier), nous obtenons:

 



Sa série de Fourier est donc :

Nous voyons ce résultat à la figure 7.  Avec la somme des trois premières ondes nous obtenons
déjà une bonne approximation de l’onde carrée.  La seule inégalité se situe aux points de
discontinuité, où le point calculé par la SF est à mi-chemin entre les deux extrêmes. 



Figure 7

 

C- Fonctions paires et impaires, notion de phase

La fonction cosinus est appelée fonction paire car elle est symétrique par rapport à l’axe des Y,
c’est-à-dire que cos(x) = cos(-x).  Quant à la fonction sinus, elle est du type impaire car elle subit
une inversion de signe autour de l’axe des Y : sin(x) = -sin(-x).  En fait, lorsque nous
transformons une fonction en sa série de Fourier, nous la décomposons en ses périodicités paires
et impaires.  Prenons par exemple la fonction d’onde carrée de la figure 7a.  Celle-ci étant
complètement impaire, sa SF ne contient donc que des termes en sinus.  Si nous la déplaçons
cependant d’un quart de période vers la gauche, elle deviendra paire et sa SF ne sera plus
composée que de cosinus.  Entre les deux, nous obtiendrons une fonction asymétrique par
rapport à l’axe des Y, de sorte que sa SF comprendra des termes des deux types.  La notion de
phase nous permet de calculer les SF successives d’une fonction lorsque celle-ci se déplace le
long de l’axe des X.

Pour commencer, prenons une fonction cosinus et observons ce qui se passe lorsque nous la
déplaçons. Les figures 8a et b montrent la relation entre la fonction cosinus et le cercle
trigonométrique.  La valeur de cos(θ) est déterminée, sur le cercle trigonométrique, par la
projection du vecteur r sur l’axe des X lorsque celui-ci fait un angle de θ° avec cet axe.  Lorsque
θ = 0°, le vecteur r est situé sur l’axe des X et la fonction cosinus est à son maximum. 
Regardons maintenant ce qui se passe si nous décalons cette fonction de ϕ° vers la droite, pour



obtenir la fonction f(θ)’ illustrée sur les figures 8c et d.  On voit que le vecteur r’ du cercle
trigonométrique a subit un recul par rapport à celui du cosinus: son maximum n’est plus associé
à 0°, le vecteur r’ devant parcourir une rotation supplémentaire de ϕ° avant d’atteindre ce
maximum.  Nous pouvons donc écrire que f(θ)’ = cos(θ - ϕ).  Par exemple, dans le cas où θ = ϕ°,
nous avons que f(ϕ) = cos (ϕ - ϕ) = cos(0) = 1, soit bien le maximum permis.  Dans le cas de la
fonction sinus, figures 8e et f, sa phase est de –90°; c’est-à-dire que sin(θ) = cos(θ - 90°).  Nous
pouvons donc dire que la fonction sinus est en retard de 90° sur la fonction cosinus ou, ce qui
revient au même, qu’elle est déplacée de 90° vers la droite par rapport à cette dernière.  Si nous
la déplaçons vers la gauche, cette fonction sera en avance sur la fonction cosinus et sa phase sera
positive.  On définit la phase ϕ d’une fonction sinusoïde comme étant l’écart entre son vecteur r
et celui de la fonction cosinus.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 8

 



Nous allons maintenant calculer la série de Fourier d’une sinusoïde de fréquence unitaire (n = 1),
lorsque sa phase n’est pas de 0°, en prenant une équation générale du type f(θ) = A1 cos(θ + ϕ). 
Le premier coefficient impair de sa SF nous est donné par la seconde équation de Fourier :

ϕ étant une constante, cos(ϕ) et sin(ϕ) le sont aussi, ce qui nous permet de les sortir des deux
intégrales à la quatrième étape.  Nous avons donc que A1,ϕ = A1cos(ϕ); c’est-à-dire que le
premier coefficient impair de la SF d’une fonction déphasée de ϕ° est égal au premier coefficient
de la fonction originale multiplié par cos(ϕ).  Il est tout aussi facile de vérifier que B1,ϕ =
B1sin(ϕ) et que les coefficients d’ordre supérieur sont fournies par les équations sont An,ϕ =
Ancos(nϕ) et Bn,ϕ = Bnsin(nϕ).  Ainsi, pour la deuxième fréquence, le déphasage varie deux fois
plus vite pour un même déplacement que celui de la première fréquence car la longueur d’onde
de la sinusoïde correspondante est deux fois plus courte.

Revenons maintenant à la fréquence de base.  Comme ses deux coefficients varient en fonction
de cos(ϕ) et de sin(ϕ), une façon convéniente de se les représenter est d’utiliser un vecteur
semblable au vecteur du cercle trigonométrique, mais dont la longueur sera égale à A plutôt que
d’être unitaire.  On l’appelle le diagramme d’Arcand.  Ce dernier est très utile lorsque l’on veut
comprendre l’addition de plusieurs ondes; comme on le voit à la figure 9.



Figure 9: déphasage et diagramme d’Arcand.

Connaissant les coefficients A1 et B1 d’une onde, il est facile de voir que son amplitude et sa
phase sont donnés par les formules suivantes: 

L’intérêt du diagramme d’Arcand de la figure 9 est très général.  Nous pouvons décomposer un
vecteur en la somme de deux vecteurs parallèles aux axes, que nous appelons ses composantes. 
Comme l’addition des vecteurs est associative, ce diagramme permet d’additionner deux ou
plusieur ondes de phases et d’amplitudes variées, à la seule condition qu’elles soient de la même
fréquence.  La figure 10 en illustre quelques exemples.



Figure 10: Addition d’ondes et diagramme d’Arcand.

Regardons maintenant le cas du déplacement d’une fonction dont la période est différente de 2π. 
Soit P cette période et ∆x le déplacement effectué, le rapport ∆x/P représente le déplacement
exprimé en pourcentage d’une période complète, de sorte que le déphasage pour la première
fréquence sera de ϕ1 = 2π (∆x/P).  Pour les ondes de fréquences plus élevées, ce même
déplacement correspond à un déphasage de plus en grand; puisque les périodes Pn sont alors de
plus en plus courtes.  Comme une onde de fréquence n accomplit n rotations complète durant la
période P, nous trouvons que:

Dans les diagrammes d’Arcand, l’origine du second vecteur est toujours à l’extrémité du
premier; un déphasage de plus en plus grand définit ainsi un cercle centré sur l’extrémité du
premier vecteur.  Le graphique de l’amplitude en fonction du déphasage nous donnera donc une
nouvelle fonction périodique.  Si A et B représentent la grandeur du premier et du second
vecteur, on peut trouver par un calcul assez simple que |ψ| = (A2 + B2 + 2ABcosϕ)½, que l’on
peut voir à la figure 11.  Si A et B sont à angle droit, alors ϕ = 90° et ψ2 = A2 + B2, ce qui est la
relation du triangle de Pythagore bien connu.



Figure 11
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A- La loi de Laue

Les ondes lumineuses ont les mêmes propriétés d'addition que les fonctions sinusoïdales
lorsqu'elles sont proches les des autres.  Lorsque la différence de phase est nulle, ϕ = 0°, elles
s'additionnent pour former une onde d'intensité double: c'est l'interférence constructive; tandis
que pour une différence maximale de 180°, nous aurons une interférence destructive complète et
l'intensité observée sera nulle.  Lorsque son énergie ne correspond pas à un des niveaux
d'excitation d'un atome, le photon ne peut être absorbé par ce dernier.  Mais l'atome pourra le
dévier de sa trajectoire dans une direction quelconque.  C'est le phénomène de diffusion. 
Historiquement, dans le cas des rayons-X, nous appelons ce phénomène la diffraction aux
rayonx-X.

Si nous plaçons une plaque photographique loin d'un cristal, les rayons-X diffractés par deux
atomes du cristal seront parallèles au niveau de la plaque (figure 1).  Si la direction est θ, les
rayons diffractés par deux atomes voisins devront parcourir une différence de trajectoire égale à
dsin(θ).  Lorsque cette différence sera un multiple ‘n’ de la longueur d'onde, les rayons diffractés
seront en phase et nous verrons une tache sur la plaque.  ‘n’ est appelé l'ordre de réflexion.  Mais
si cette différence n'est pas un multiple entier de λ, nous aurons une interférence destructive
complète pour l'ensemble du cristal, même si l'interférence entre deux atomes voisins n'est que
partielle (figure 1c).  La différence de phase entre les atomes S1 et S3 est toujours le double de
celle entre S1 et S2.  Si S1 et S2 ne sont pas en phase d'exactement 360°, il y aura donc toujours
un atome du réseau pour avoir une interférence destructive complète avec S1 ou S2 (multiple de
180°).  Pour avoir une tache de diffraction suivant la direction θ, il faut par conséquent que nλ =
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dsin(θ).  C'est la loi de Laue.  Cette équation est facilement généralisable à trois dimensions (voir
le livre de Van Holde, ou Buerger: Contemporary Cristallography, chapitre 3.  Noter que
l'angle µ utilisé par Buerger dans son livre est le complément de l'angle θ utilisé ici).  Cependant
dans cet exposé nous ne l'utiliserons que pour une dimension.  Pour généraliser à trois
dimensions, nous allons remplacer plus loin celle loi par celle de Bragg.



Figure 1

Figure 2: cristal de carbonate de calcium "dent de chien".

 

B- Les réseaux cristallins

Les cristaux sont des assemblages réguliers d'une même molécule.  En marquant les frontières de
la plus petite unité de répétition, ces cristaux peuvent être regardés comme étant l'empilement de
petites boites identiques contenant chacune une ou plusieurs molécules.  D'un cristal à l'autre la
forme et la grandeur de ces boites varient, mais nous pouvons décrire ces deux quantités par la
notion de maille élémentaire (synonyme: cellule unitaire).  La détermination de la structure d'un
cristal se résume à ces deux problèmes:

trouver les dimensions de la maille élémentaire.1.  



trouver la structure de la molécule à l'intérieur de cette maille élémentaire.2.  

Trouver les dimensions de la maille est facile: la forme générale du cristal complet est
généralement identique à celle de sa maille, par exemple les cristaux carrés du sel de table.  Le
cristal de carbonate de calcium est une variante de la forme carré, comme on le voit à la figure 2. 
Une fois la forme du cristal connue, on détermine ses dimensions à l'aide de son patron de
diffraction.  L'espacement des points de diffraction est inversement proportionnelle aux
dimensions de la maille.  L'examen de la figure 1 illustre assez bien cette propriété dans le cas
d'une dimension: si nous rapprochons les atomes, la direction θ doit augmenter afin de respecter
la loi de Laue.  Nous verrons au chapitre 7 que la description générale d'un patron de diffraction
à deux dimensions correspond à celle de la maille élémentaire tournée de 90°.  Par exemple,
l'inverse d'un rectangle en hauteur sera un rectangle en largeur.

En raison de l'inversion des dimensions, la diffraction d'un cristal est appelée espace réciproque
et on l'indique par un astérique ‘*’.  Les patrons de diffraction, qui sont des photos, ne montrent
que deux dimensions à la fois de cet espace réciproque.  Nous devons donc prendre plusieurs
photographies selon plusieurs directions.  Pour l'instant nous n'irons pas plus loin dans la
description de l'espace réciproque.  Ce qu'il faut comprendre ici, c'est que la distinction entre
deux molécules différentes n'est pas dans la disposition des taches de diffraction, qui est
déterminée par la maille élémentaire, mais bien plutôt dans l'intensité de ces taches.  Ces
intensités sont en relation avec la structure de la molécule et peuvent être calculées par les séries
de Fourier; ce que nous verrons en détail dans les sections suivantes.

 

C- La Série de Fourier d'une cellule unitaire

Les rayons-X ne sont pas diffractés par le noyau de l'atome mais par ses électrons.  L'intensité
diffractée par un atome est proportionnelle à son nombre d'électrons.  Comme les électrons n'ont
pas de position définie, nous parlons de densité électronique.  Afin de comprendre ce qui se
passe lorsqu'une molécule réelle, partie d'une maille unitaire, réalise un patron de diffraction,
nous allons prendre comme exemple une molécule théorique bien spéciale, dont la forme est
identique à une fonction sinus.  Cette molécule est illustrée au milieu de la figure 3 par des
atomes de grosseurs différentes.  Calculons l'intensité globale Fn pour le premier ordre de
réflexion (n = 1).  Première observation, il n'y a pas de masse négative.  Cela se réflète sur la
valeur de la constante ao, soit l'intensité moyenne de diffraction, fonction de la masse de la
molécule.  Rappelons que le reste des termes de la série ne décrivent que les variations de la
fonction autour de sa moyenne.

Définissons l'amplitude maximum de notre molécule ‘sinus’ par B1 et sa période par a. 
L'intensité diffusée par l'atome à la position X sera égale à

puisque la position de l'atome définit sa grosseur; selon notre définition de cette molécule
hypothétique.  D'un atome à l'autre il y a un déphasage entre chaque onde et qui vaut:



L'indice j désigne l'atome j.  Pour additionner l'ensemble de ces ondes, il faut utiliser le
diagramme d'Arcand.  Divisons chacun de ces vecteurs dans leurs composantes x et y, que nous
additionnons séparément.  Les termes en Y sont obtenus en multipliant par le sinus de l'angle,
soit:

La distribution électronique étant continue, la distance entre chaque point de diffusion tend vers
zéro, ∆ x →  dx, et la sommation devient une intégrale:

 



Si nous répétons ce calcul pour les termes en X (équivalent à Ajcos(2πXj/a)) ou pour ceux dont
l'ordre de réflexion est supérieur à 1 (n > 1, en n'oubliant pas que la phase égale n (2πXj/a)), le
résultat obtenu sera égal à zéro.  L'intensité du premier ordre de réflexion égale donc la valeur du
premier coefficient de la série de Fourier, multiplié par un terme constant a/2.  Pour notre
molécule en forme de ‘sinus’, toutes les autres intensités de réflexion égalant zéro, son patron de
diffraction n'aurait que deux taches.  Par contre si notre molécule de départ avait eu une
fréquence de 2, on pourrait vérifier que c'est le deuxième ordre de réflexion qui serait différent
de zéro, égalant aB2/2.

Figure 3

 

Bien entendu les vraies molécules ne sont pas ainsi, mais nous savons que la distribution
électronique d'une molécule est continue.  Nous ne parlons pas d'électrons bien précis mais de
densité électronique, et le cristal est une fonction périodique de cette distribution.  Son patron de
diffraction est une photographie "in life" de la série de Fourier de cette distribution.  Pour
connaître la structure de la molécule il suffit d'additionner les termes de cette série.  Bien que peu
compliqué, il s'agit d'un calcul très long.  Par exemple pour connaître la structure
tri-dimensionnelle d'un enzyme possédant 10 000 atomes et plus, il faut utiliser plusieurs
dizaines de millier de termes.  On comprend ici le rôle que vient jouer l'ordinateur.  Pour
résoudre cette structure il reste cependant un problème: celui de la phase ϕ.  En effet, sur les



patrons de diffraction, les résultats pour les sinus et les cosinus sont superposés, sans que nous en
connaissions les pourcentages respectifs.  Le travail du cristallographe revient donc
essentiellement à résoudre ce problème de la phase inconnue.  Nous verrons comment après
avoir vu ce qui se passe à deux et à trois dimensions.

 

D- Diffraction dans un plan, la loi de Bragg et la troisième dimension

Les années 1910, où l'on découvrait la diffraction aux rayons-X, étaient une époque où l'on
s'interrogeait encore sur la nature des atomes.  Au début, on croyait que les cristaux étaient des
structures homogènes parsemées de canaux.  À l'intérieur de ces canaux circulaient les rayons-X,
qui ensuite diffractaient à la sortie des ouvertures, d'où le nom de diffraction.  (Voir le principe
de Huygins, chapitre 5).  Ce n'est que plus tard que l'on découvrit la vraie nature des atomes et
que l'on comprit que les rayons-X étaient diffusés par les électrons.  Lorsqu'il présenta les
premières photographies de diffraction d'un cristal de sulfate de cuivre, à l'Académie Bavaroise
des Sciences en 1912, Laue avait établi les relations suivantes pour un réseau tridimensionnel:

Ce faisant, il donnait du crédit à deux opinions.  La première était la nature ondulatoire des
rayons-X, découverts en 1896 par Roentgen.  La seconde était que les atomes pouvaient être
considérés comme de petites particules bien précises.  La première des relations ci-dessus est
montrée à la figure 4 avec la définition des angles µ et ν (pour une description plus complète des
équations de Laue, on peut consulter le livre de Buerger, Contemporary Cristallography, au
chapitre 3).  Mais ce système, bien qu'exact, était difficile d'application et ne donnait que peu de
résultats.  Le pas suivant fut franchi par Sir Lawrence Bragg, fils, qui fut le premier à trouver la
structure d'un cristal, celui du NaCl, à partir de son patron de diffraction.  Contrairement à Laue
avant lui, ce dernier ne considéra pas la position des atomes eux-mêmes mais les plans dans
lesquels ils se trouvaient, comme on peut le voir à la figure 5. 



Figure 4

Figure 5

Pour avoir une interférence constructive, il faut que la différence de trajet soit un multiple de la
longueur d'onde λ.  Pour ce faire, la construction de la figure 5 montre que la distance d entre les
plans doit être de : nλ = 2dsin(θ).  C'est la loi de Bragg.

Bien sûr, sur cette figure les deux rayons ne sont pas diffusés directement par des atomes.  Mais
en traçant d'autres rayons parallèles vous pouvez vérifier que deux atomes situés sur ces plans



vont toujours diffuser en phase, cela quel que soit leurs positions.  Toujours d'après cette figure,
vous pouvez remarquer que l'angle d'incidence θ est égal à l'angle que fait le faisceau diffracté
avec les plans atomiques; ce qui rappelle la loi de la réflexion: angle d'incidence = angle de
réflexion.  C'est pourquoi on dit quelquefois que les rayons-X sont réfléchis par les plans ‘d’. 
Chaque fois que l'on a trois atomes dans un cristal, on définit un plan.  Il s'ensuit que l'on aura
une grande quantité de réflexions possibles, comme le montre la figure 6.  Lorsqu'il introduisit
son équation en 1913, Sir Lawrence y voyait un moyen commode de remplacer le système
d'équations de Laue.  Avec son système, il lui était beaucoup plus facile de déterminer la position
des atomes en jouant avec l'intersection des plans dont les distances de séparation ‘d’ étaient
immédiatement connues du patron de diffraction.  Il a ainsi trouvé la structure de plusieurs sels:
NaCl, KCl, KBr, KI; celle du diamant, etc.

Figure 6

Cependant, ces cristaux dont les structures ont été résolues par Sir Lawrence étaient des cas
simples: la position des atomes correspond en effet aux limites de la cellule unitaire.  Avec des
cristaux plus complexes, ayant de nombreux atomes dans la cellule unitaire, il faut recourir à une
méthode plus efficace pour en déterminer les positions.  Il revient au père, Sir William Henry
Bragg, d'avoir suggéré en 1915 la relation entre la diffraction d'un cristal et sa série de Fourier. 
Regardons de nouveau la figure 5.  Pour être en phase avec l'ensemble du réseau, la position
horizontale d'un atome sur son plan ne compte pas.  Le faisceau diffracté que l'on mesure se
comporte donc comme si tous les atomes se situaient sur une même ligne verticale.  Dans le cas
d'un cristal à trois dimensions, cette ligne verticale est remplacée par un plan perpendiculaire à la
figure, chaque ligne horizontale désignant un des plans de diffraction.

Dans les cas où ces plans ne délimitent pas la position d'un atome mais la frontière d'une
molécule (ou plutôt celle de sa cellule unitaire), la figure 7 montre que nous nous retrouvons
dans une situation presque identique à celle de la figure 3.  La différence est qu'au lieu d'avoir
une onde uni-dimensionnelle, celle-ci est à trois dimensions: une « vague » d'intégration, dont la



direction est perpendiculaire aux plans de diffraction.  Les figures 9a et b illustrent des
représentations bi-dimensionnelles de ces vagues, mais la représentation en "mille-feuille
sinusoïdal" des figures 8a et b en est une plus juste description à trois dimensions.

Figure 7

(a)



(b)

Figure 8

(a)



(b)

Figure 9

Sur les patrons de diffraction, il est coutumier d'indiquer les directions de références avec un
astérique ‘*’ puisqu'il s'agit d'un domaine inverse.  Nous pouvons définir une vague en indiquant
sa ‘fréquence’ le long de chaque axe, ce que l'on appelle son indice de réflexion.  On peut
vérifier sur le schéma de la figure 9a que l'indice de réflexion de la vague représentée est
2 - 4 - 0.  Rappelons que ces vagues possèdent également des phases, qui pour l'instant nous sont
inconnues.  Il a fallut attendre en 1929, avec les travaux de Duane, Havighurst et puis de
Zachariasen, pour avoir la première détermination d'un cristal par cette méthode: celui du
KClO3.

 

E - Notation usuelle en cristallographie

Nous verrons au chapitre 3, sur la Transformée de Fourier, que l'on peut représenter les sinus et
les cosinus par un exposant imaginaire (ou nombre complexe) selon la formule: Aeiϕ = A(cosϕ +
i sinϕ), ϕ et A représentant la phase et l'amplitude totale.  Dans le cas de n atomes nous pouvons
donc écrire 1'expression #l suivante; que l'on remplace ensuite par l'expression #2 puisque les
atomes ne sont pas ponctuels mais ‘étalés’, à cause de leur nature de nuage électronique
distribué.  ρ(x) représente la densité électronique et h la fréquence:



Dans la première expression, fj désigne l'intensité diffusée par l'atome j; tandis que dans la
deuxième, cette désignation ponctuelle est remplacée par la distribution continue ρ(x).  Pour un
cristal à deux ou à trois dimensions, l'angle θ d'un point précis d'une des vagues correspond à la
somme des angles obtenus par ses coordonnées cartésiennes.  Graphiquement:

Figure 10

D'où :

où h, k et l sont les fréquences suivant les trois axes.  Pour la dernière équation, nous avons fait le
changement de variable dV = (V/abc) dX dYdZ, puis simplifié cette expression en remplaçant
X/a, Y/b et Z/c par les coordonnées fractionnaires x, y et z allant de 0 à 1, avec dX  =  a dx,...

Ces valeurs de Fhkl égalent les coefficients de la série de Fourier du cristal, multipliés par V. 
Nous avons donc que Khkl = V Fhkl et la structure du cristal peut donc s'obtenir en opérant la



transformation inverse:

Pour un détail mathématique complet, vous pouvez consulter la référence de Buerger,
Cristal-Structure Analysis, pages 370-375; ainsi que le chapitre 3, section E, du présent
document.

Fhkl est appelé en anglais "structure factor", c'est un nombre complexe avec une phase et une
amplitude.  Le patron de diffraction ne nous donne que l'amplitude de chaque Fhkl, d'où le
problème de la phase en cristallographie.  Puisque ces coefficients Fhkl sont complexes, est-il
possible que la structure du cristal, telle que calculée par l'équation ci-haut, soit elle aussi
complexe? La réponse est non, car le patron de diffraction possède toujours au minimum un axe
de symétrie (loi de Friedel).  Le patron de diffraction est donc une fonction paire (cf.  chapitre 1)
et sa transformée inverse ne comportera que des termes réels.  Durant le calcul, les termes
imaginaires, représentés par les sinus, s'annuleront mutuellement; comme nous le verrons au
chapitre 3.

 

F- Détermination de la phase, fonction de Patterson et affinement

Même aujourd'hui, déterminer la phase pour chaque Fhkl reste le problème majeur en
cristallographie.  Plusieurs méthodes sont connues, la plus utilisée étant celle de l'inclusion des
métaux lourds.  Comme nous le savons déjà, la transformée de Fourier possède la propriété
d'addition:

TF (v + w)  =  TF (y) + TF (w).

Prenons deux cristaux d'une même protéine, mais dont l'un contient un métal lourd incorporé à
un site de liaison: C et CM.  Pour chaque Fhkl nous pouvons écrire que:

FCM  =  FC + FM     d'où    FC  =  -FM + FCM

Supposons que nous connaissons la phase et l'amplitude de FM.  Si nous représentons les
amplitudes de FC et de FCM, qui sont connues, par des cercles sur le diagramme d'Arcand
(figure 11a), nous voyons qu'il n'y a que deux phases comme solution possible pour FC.  Le
rayon du cercle représente l'amplitude de F et nous devons mettre un cercle car l'angle (la phase)
nous est inconnue.  En prenant un second cristal substitué, nous obtiendrons deux autres
solutions possibles pour la phase de FC, soient F''' et F'''' sur la figure 11b.  Une de ces phases est
commune aux deux couples de solutions, c'est la phase recherchée: F sur la figure c.  Cette
procédure doit être répétée pour chaque FC,hkl.  Les figures d et e représentent des résultats
obtenus par Kendrew pour la myoglobine, à partir de cinq dérivés.  Le rond foncé désigne la
protéine native.  En d, la précision obtenue est grande, mais pour e il reste une bonne incertitude.



   

Figure 11 : d), e) Examp1es of phase determination for crystals of myoglobin and
its derivatives.  The heavy circle represents the amplitude of the reflection from
the unsubstituted protein, and the light circles those from the following
derivatives: 1, PCMBS; 2, HgAm2; 3, Au; 4, PCMBS + HgAm2; 5, PCMBS +
Au.  The short lines from the centers are the heavy-atom vectors; the heavy line
indicates the phase angle eventually selected.  The reflections illustrated are d)
411, e) 212.  [From G.  Bodo,H.  M.  Dintzis, J.  C.  Kendrew, and H.  W. 
Wyckoff: Proc.  Roy.  Soc.  (A) 253 (1959) 91.]

Mais comment pouvons-nous déterminer la position du métal (FM)? Dans le cas d'un cristal
simple, on peut émettre directement une hypothèse et aller de l'avant.  (Voir "l'affinement" à la
fin de la section).  Mais pour les cas plus compliqués il existe d'autres méthodes, dont la plus
connue est celle de Patterson.  Ce dernier a démontré en 1934 que le diagramme des intensités (le
patron de diffraction) n'était pas totalement dépourvu d'information au sujet de la phase.  On
obtient cette information en faisant une carte des densités électroniques à partir du carré des
amplitudes |Fhkl|2.  En notation complexe, cette valeur peut être représentée par la multiplication



de F avec son conjuguée:

|F|2  =  F ×  F*

       =  (A + iB) ×  (A - iB)

       =  A2 + B2

Figure 12

Dans le cas où notre cellule unitaire contient deux atomes ponctuels, Fhkl se trouve être la
somme de deux ondes d'amplitudes f1 et f2 et de phases définies par leurs positions x, y et z.  Le
produit de Fhkl par son conjugué sera la somme de deux termes constants plus deux ondes.  Les
phases de ces deux ondes seront maintenant définies par la position relative de ces deux atomes:

Cette position relative est indiquée par deux vecteurs, un allant de 1 vers 2 et l'autre de 2 vers 1
et que l'on centre à l'origine.  Pour une cellule unitaire comportant plusieurs atomes, la carte ainsi
obtenue, après la transformation de Fourier de |F|2, sera la représentation de tous ces vecteurs
avec à l'origine la projection de chaque atome sur lui-même (figures 13a et b).  On appelle cette
carte la distribution de Patterson.  L'exemple simple de la figure 14c montre que cette carte
correspond à la somme des translations successives de la molécule, chaque atome occupant à
tour de rôle l'origine.



Figure 13

Figure 14



Pour une molécule ne contenant que quelques atomes, cette carte est suffisante pour connaître sa
structure; plusieurs molécules ont ainsi été déterminées.  Malheureusement, le nombre de
vecteurs augmente avec le carré du nombre d'atomes et, de plus, ces atomes ne sont pas
ponctuels.  La carte de Patterson devient donc rapidement un fouillis sans contraste.  Mais si un
métal lourd est présent, la phase et l'amplitude de ce dernier vont dominer les points de
diffraction, comme on peut le constater à la figure 14.  Pour ainsi dire, sa position sera visible
comme le nez au milieu du visage.  Avec une bonne approximation, nous aurons ainsi
1'information voulue sur FM, information utilisée au début de cette section.  La figure 15 en
montre un exemple.  Pour plus de détails, vous pouvez consulter la référence #3.

Figure 15: Patterson Projections for a Cobalt Compound in the Space Group
P212121.  Peaks identified as arising from cobalt-cobalt interactions are indicated
by arrows.  (a) P(UV).  Patterson projections down the c axis.  Co-Co peaks
appear at.00,.00;.20,.30;.50,.18;.30,.50.  (b) P(UW).  Patterson projection down



the b axis.  Co-Co peaks appear at.00,.00;.30,.30;.50,.18;.20,.50.
From Proceedings of the Royal Society, A., volume 251, p.  312, fig.  3.

Les premières cartes que l'on obtient ainsi pour une molécule ne sont généralement pas très
belles, mais on peut les améliorer par affinement.  L'ordinateur calcule un patron de diffraction
théorique et le compare avec l'expérimental, en plus de comparer les phases théoriques avec les
anciennes.  Cela lui permet de calculer de nouvelles phases améliorées.  On donne un indice du
degré d'affinement obtenu en comparant les amplitudes calculées avec celles obtenues
expérimentalement:

Les méthodes d'affinement sont devenues tellement efficaces que certains auteurs
court-circuitent la deuxième étape et passent directement à 1'affinement en prenant simplement
la phase de FM comme étant une bonne approximation de celle de FCM.  Dans les cas où l'on
connait bien la structure chimique du composé, on peut également proposer un modèle de sa
disposition dans la cellule unitaire.  Un cristallographe qui connaît sa job peut donc s'éviter
beaucoup de travail en le refilant à l'ordinateur.  En recoupant avec ce que l'on sait déjà sur la
nature physique des atomes et des molécules, le patron de diffraction contient donc plus
d'information qu'il n'en faut.  Il existe d'autres méthodes de détermination des phases qui sont
basées sur cette connaissance ainsi que sur différentes considérations de symétrie des cristaux. 
On les appelle les "méthodes directes".  Bien que toutes ces méthodes soient très efficaces, cela
ne veut pas dire pour autant que l'on réussit à tout coup.  Les tiroirs des cristallographes sont en
effet remplis de dossiers sur lesquels on ne parle pas trop...



Figure 16: Incorrect model, A, and correct model, B, of
bi-1,3-dioxacyclopentyl(2).  Refinement of A stopped at R = 0.38, but that of B
continued to R = 0.13.  The initial models differ chiefly by the arrangement of the
pair of atoms nearest the center.  (After Furberg and Hassel)

 

G- La résolution

La détermination de la phase pour chaque point de diffraction est laborieuse et utilise des
approximations successives.  De plus, il y a une erreur expérimentale sur la détermination des
intensités.  La détermination de la structure d'un cristal est donc limitée par la résolution de son
patron de diffraction.  La figure 17a montre la structure du phénanthrème avec une résolution de
5.5Å (sa position exacte est tracée).  On voit que la carte des contours permet tout juste de
donner une direction à la molécule, sans résoudre aucun des atomes.  Si l'erreur expérimentale
est diminuée ou que l'on utilise des points de diffraction d'indice de réflexion plus élevé, la
résolution augmente peu à peu.  Avec une résolution de 0.8Å (figure 17d), la position de chaque
atome est résolue avec précision.

Pour le phénanthrème, obtenir cette résolution ne demande que quelques centaines de points de
diffraction.  Les grosses molécules comme les protéines contiennent facilement plus de 5 000
atomes, sans compter les hydrogènes.  Pour atteindre une résolution de 3.5Å, ce qui est presque
le maximum, on doit utiliser plusieurs milliers de points.  Même dans ce cas, on ne connaît que
la direction de la chaine polypeptidique.  On complète la structure de la protéine en utilisant sa
séquence d'acides aminés.  C'est ici que le savoir-faire du biochimiste rejoint la technique du
cristallographe.



Figure 17: exemple de la détermination d'une structure avec une résolution
croissante pour le phénantrème.  La position exacte de cette molécule est indiquée
en trait droit.  (référence # 3.)
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Chapitre III- La Transformée de Fourier

A- Forme complexe des Séries de Fourier

Reprenons la formule générale du chapitre 1, en mettant que 2
'

x
a
π

θ = , avec a' égalant la

période :

{ }0
( )

1

cos( ) sin( )
2x n n

n

a
f a n b nθ θ

∞

=

= + +∑ (3.1)

La figure 3.1 représente cette formule sous forme graphique, avec à gauche les valeurs

des na  en fonction de la fréquence nν et à droite pour les nb .  La fréquence étant toujours

positive, ces valeurs sont situées exclusivement à droite de l'axe des y, c'est-à-dire que 0nν ≥

(cependant les amplitudes na  et nb  peuvent être négatives).  En utilisant la propriété que

cos( ) cos( )θ θ= − , nous pouvons distribuer la moitié de chaque valeur na  à gauche. Nous

pouvons faire la même redistribution des nb  à condition de multiplier par -1 car

sin( ) sin( )θ θ= − −  : figure 3.2.

                   

Figure 3.1

               

Figure 3.2



Notez que l'on met la valeur de 0

2
a  sur le graphique des na  (les coefficients des cosinus)

pour la raison que  sin(0 ) 0° = .  Nous pouvons maintenant écrire la Série de Fourier par :

{ }( ) cos( ) sin( )x n n
n

f A n B nθ θ
∞

=−∞

= +∑ (3.2)

Remarquez l'emploi des majuscules pour nA  et nB , indiquant que les coefficients (comprenant

0a ) sont maintenant divisés par deux.  En utilisant le nombre imaginaire 1i = − , nous allons

exprimer les fonctions sinus et cosinus sous une forme exponentielle:

2 3 4

1 ...
2! 3! 4!

x x x xe x= + + + + +

2 3 4( ) ( ) ( )1 ...
2! 3! 4!
i i ii θ θ θθ= + + + + +

2 3 4 5

1 ...
2! 3! 4! 5!

i ii θ θ θ θθ= + − − + + −
car  2 1i = −

2 4 3 5

1 ... ...
2! 4! 3! 5!

i
θ θ θ θ

θ
   

= − + − + − + −   
   

cos sin (formule d'Euler)ie iθ θ θ= + (3.3)

C'est la formule d'Euler.  Toujours en utilisant les formules cos( ) cos( )θ θ= −  et

sin( ) sin( )θ θ= − − ; nous avons:

cos
2

i ie eθ θ

θ
− +

=  
 

sin
2 2

i i i ie e e e
i

i

θ θ θ θ

θ
− −   − −

= = −   
   



Rappelons de la figure 3.2 que n na a−=  et que n nb b−= − , ce qui nous permet d'écrire

(notez les limites de n ) :

0

02 2

n n
in inn n n n

n n

A iB A iB
e eθ θ

= =∞
−

=−∞ =

− +   =   
   

∑ ∑ (3.4)

1

1 2 2

n n
in inn n n n

n n

A iB A iB
e eθ θ

=∞ =−
−

= =−∞

− +   =   
   

∑ ∑ (3.5)

Remplaçons ces valeurs dans la série de Fourier et factorisons:

( )f
2 2

in in in in

x n n
n

e e e e
A iB

θ θ θ θ− −∞

=−∞

   + −
= −   

   
∑

2 2
in inn n n n

n

A iB A iB
e eθ θ

∞
−

=−∞

− +   = +   
   

∑

d'où { }( )f in
x n n

n

A iB e θ
∞

=−∞

= −∑

( )f in
x n

n

C e θ
∞

=−∞

= ∑

avec nC  désignant un nombre complexe : n n nC A iB= − .  C'est la formule des séries de Fourier

exprimée sous la forme complexe (référence: Piskounov, tome #2, page 387).  Avant de

terminer, nous allons donner une autre signification à ie θ .  La figure 3.3a montre un vecteur de

longueur A .  Si nous multiplions ce vecteur par ie θ  nous obtenons (cos sin )A iθ θ+ , montré à la

figure 3.3b.  Multiplier par ie θ  équivaut donc à tourner un vecteur de θ  degrés dans le plan

complexe.  nC  peut donc être décrit comme un vecteur de longueur 2 2
n nA B+ et ayant un angle

de θ ° .  C'est ici l'incorporation de la notion de phase des chapitres 1 et 2.



Figure 3.3a Figure 3.3b

B- La Transformée de Fourier.

Jusqu'à présent nous n'avons parlé que des fonctions périodiques.  Mais est-il possible de

traiter d'autres types de fonctions, comme par exemple la fonction pulse carré (appelée

fonction Q ) de la figure 3.5a?  Une première solution serait de la représenter sous une forme

périodique, comme le montre la figure 3.5b, avec l  désignant la période.  Une bonne solution

(approximative) serait de mettre cette période très longue, la plus longue possible afin de simuler

la fonction Q ; mais l'idéal serait évidemment d'avoir cette période d'une longueur infinie,

puisque nous aurions alors exactement la fonction Q .  C'est ce que fait la Transformée de

Fourier (TF) : elle calcule le résultat de la Série de Fourier (SF) d'une fonction lorsque sa période

tend vers l'infinie.

Figure 3.5



Reprenons la formulation complexe des SF, soit l'équation (3.6) ci-après.

( )f in
x n

n

C e θ
∞

=−∞

= ∑

2

( )f
i n

x
l

x n
n

C e
π∞

=−∞

= ∑
(3.6)

Dans cette équation nous avons enlevé l'abréviation 2 x lθ π= .  Comme pour les SF, les

formules d'Euler-Clairaut peuvent être écrites sous une forme complexe.  Cette notation a

l'avantage de réunir ces trois équations en une seule.  Nous allons utiliser la formule des SF

écrite avec la période égalant l  (voir la fin de la section A du chapitre 1).  D'abord ce qui

distingue le coefficient 0a , des autres coefficients 1na ≥ , c'est qu'il doit être divisé par 2.  Sinon

nous aurions pu l'inclure, en sachant que cos( ) 1nx =  si 0n = .  Dans notre dérivation des SF

sous la forme complexe (section précédente), nous avons divisé tous les coefficients par deux.

Pour les valeurs des na  et des nb , il ne s'agit pas d'une perte sèche mais d'une redistribution de

ces valeurs à gauche de l'axe des y, à l'exception de 0na =  qui vaut tout simplement 2.

Mathématiquement on réalise cette division en remplaçant le terme 2 l  devant les intégrales par

le terme 1 l .  Après avoir ainsi réuni les formules #1 et #2 d'Euler-Clairaut, on réunit les

formules #2 et #3 en une seule en utilisant le nombre imaginaire 1i = − ; ce qui nous donne

l'équation (3.7).  Nous mettons ainsi les coefficients na  et nb  dans les domaines réel et

imaginaire respectivement.  C'est le même principe que de mélanger des pommes et des oranges

dans le même panier, tout en sachant que leur couleur nous permettra de les distinguer par la

suite.  En utilisant la formule cos sinie iθ θ θ= + , nous obtenons finalement l'équation (3.8).

2
2

( )

2

1 l i n x
l

n xl
C f e dx

l

π−

−
= ∫ (3.7)

2

2

1 2 2
( ) cos sin

l

n
l

nx nx
C f x i dx

l l l
π π

−

    = −        ∫ (3.8)



Le rapport 1 l  dans l'exposant ci-dessus, représente la différence de fréquence ν∆  entre

chaque nC .  Ceci nous permet de remplacer le rapport n l  (avec n = 0, 1, 2, ...) par la variable

discontinue nν .  Ensuite nous transférons la division par l  de l'équation (3.7) directement dans

l'équation (3.6), ce qui nous donne l'équation (3.9) ci-dessous.  Puis, en remplaçant 1 l  par ν∆  et

n l  par nν , nous obtenons l'équation (3.10)

2

( )f avec 
i n

xn nl
x n

n

C C
e C

l l

π∞

=−∞

′ ′
= =∑ (3.9)

2
( ) ( )

1
f ,   et  i x

x n
n

n
C e

l l
πν

ν ν ν ν
∞

=−∞

= ∆ = ∆ =∑ (3.10)

Ce résultat est montré à la figure 3.6b et c.  (Seule la partie réelle de nC  est montrée car

sa partie imaginaire vaut toujours zéro, la fonction périodique étant paire).  Si nous doublons la

période l , la différence de fréquence ν∆  entre chaque coefficient nC  sera divisée par 2 (figure

3.6d et e).  Remarquez que la multiplication de ( )n
C ν  par ν∆  correspond à la surface d'un

rectangle de largeur ν∆ , (figure 3.6f).  Si nous mettons la période l  infinie, la différence de

fréquence ν∆  devient infinitésimale: dν  et nν  se transforme en la variable continue ν .  ( )n
C ν

est maintenant une fonction continue ( )C ν  et la somme des rectangles ( )C dν ν  correspond à la

surface de cette fonction.  La sommation de l'équation (3.10) devient une intégrale : équation

(3.11).

2
( ) ( )f i x

x C e dπν
ν ν

∞

−∞
= ∫ (3.11)

2
( ) ( )f i x

xC e dxπν
ν

∞

−∞
= ∫ (3.12)

L'emploi de l'intégrale a, entre autre, l'avantage de pouvoir utiliser les théorèmes de la

limite.  Par exemple une sommation Σ  allant à l'infini ne peut jamais être calculée

complètement, ce qui n'est cependant pas le cas de l'intégrale ∫ .  L'intégrale (3.11), avec un

exposant positif, s'appelle la Transformée de Fourier Inverse de la fonction ( )C ν  et s'écrit

( )-1
( )C νTF  ou plus simplement ( )-1

( )C νF .  De même l'équation (3.12), que l'on obtient à partir



de l'équation #2 en enlevant le terme 1 l  et en la bornant de −∞  à +∞ , s'appelle la Transformée

de Fourier de la fonction ( )f x  et s'écrit ( )( )f xTF  ou ( )( )f xF .  Ces derniers résultats sont

montrés en g et h de la figure 3.6.

Figure 3.6



Nous pouvons maintenant calculer la TF de la fonction ( )xQ  :

2
( )

i x
x e dxπ ν

ν

∞ −

−∞
′ = ∫( )Q Q

2

2

2
( )car 1 pour 

2 2
0 pour les autres 

a

a

i x
x

a a
e dx x

x

π ν−

−
= ⋅ = − ≤ ≤

=

∫ 1 Q

2
2

2

1
2

a

i x

a
e

i
π ν

π ν
−

−

= −

( )1
2

i a i ae e
i

πν πν

π ν
−= −

sin( )aπν
πν

=

Pour la dernière étape, nous utilisons la formule d'Euler de sin(x) que nous avons vu à la

section A.  La fonction Q et sa TF sont illustrées à gauche de la figure 7.  À la droite de cette

figure, nous pouvons voir une des propriétés de la TF : à une diminution de la période de Q
correspond un étirement de sa transformée.  C'est de cette propriété que vient le nom de

"domaine inverse" donné à la TF.

Figure 3.7



C- Généralisation de la Transformée de Fourier.

Regardons plus attentivement les deux dernières équations de la section précédente. ( )C ν

est une fonction complexe alors que ( )f x  est du type réel.  I1 y a aussi un changement de signe à

l'exposant.  Cependant, lors de la démonstration précédente, l'attribution du signe négatif à la

première équation a été purement arbitraire.  Comme ces deux équations sont parfaitement

symétriques, nous pouvons enlever la restriction que ( )f x  doit être du type réel et ainsi dire que

chacune est la TF de l'autre.  La seule condition est que l'un des deux exposants doit être négatif,

ce qui nous permet d'écrire :

2
( ) ( )

2
( ) ( )

f F

F f

i x
x

i x
x

e dx

e d

π ν
ν

π ν
ν ν

∞

−∞

∞ −

−∞

=

=

∫

∫

Notez la coutume d'utiliser une lettre minuscule pour la première fonction et une

majuscule pour la seconde.  Comme ces deux équations sont parfaitement symétriques,

l'attribution du signe est arbitraire.  Cette symétrie est la propriété la plus importante de la TF.

Ainsi avec une fonction f, nous pouvons soit calculer sa TF, comme par exemple en RMN-

Fourier, soit retrouver cette fonction à partir de sa transformée, comme en diffraction aux rayons-

X.  La TF possèdent d'autres propriétés, dont quelques-unes sont résumées au tableau #l.  A ce

sujet, je recommande l'excellent livre de Brigham.  Dans la suite de cet ouvrage nous aurons

l'occasion de les revoir, en particulier celle de la convolution.  C'est cette dernière propriété qui

permet de voir que les SF sont un cas particulier de la transformée.  Nous l'utiliserons également

pour la transformée optique en deux dimensions ainsi que pour la diffusion dynamique de la

lumière par autocorrélation.

2
( ) ( )

2
( ) ( )

f F

F f

i x
x

i x
x

e dx

e d

π ν
ν

π ν
ν ν

∞

−∞

∞ −

−∞

=

=

∫

∫

Dans le tableau, α  et β  sont des constantes et 1f
∗  représente le conjugué de 1f .  À la

section précédente, nous avons vu les abbréviations ( )( )f tF  et ( )-1
( )C νF ; ( )C ν  étant la



transformée de Fourier de ( )f t  et vice-versa, bien-entendu.  Dans les livres, nous retrouvons aussi

la définition suivante pour la TF:

1
( ) ( )

1
( ) ( )

f avec 2

f

i t
t a

i t
tb

C e d

C e dt

ω
ω

ω
ω

ω ω πν
∞ −

−∞

∞

−∞

= =

=

∫

∫

avec la condition que 1 1 1
2a b π

⋅ = .  Ces constantes proviennent de l'intégration.  Vous pouvez voir

qu'il peut y avoir trois façons différentes de définir ces deux constantes: 1a = , 2π  ou 2π  et

2b π= , 1  ou 2π  respectivement.  Ces trois répartitions sont toutes utilisées, d'où une certaine

confusion.  Dans cet ouvrage, nous préférons l'autre définition, celle incluant le terme 2ω πν=

dans l'exposant:  Avec cette définition les constantes d'intégration a  et b  sont toujours égales

à 1.

D- Les théorèmes de la dérivé et du glissement.

Parmi tous ces théorèmes du tableau 3.1, seuls quelques-uns nous seront utiles.

Signalons que le théorème de la linéarité provient simplement de l'établissement de la propriété

d'additivité des intégrales.  Celui du changement d'échelle, « change of scale », se calcule

aisément en faisant le changement de variable tξ α=  avec ( )d d t dtξ α α= =  et d
dt

ξ
α

= .  Reste

ceux de la convolution, de la dérivé et du glissement.  Nous verrons la démonstration de celui sur

la convolution au chapitre VII.



Tableau 3.1



Le théorème de la dérivé ou « differentiation theorem » peut être expliqué par le fait que

les dérivés successives de sin(2 )xπν  sont 2 cos(2 )xπν πν , ( )22 sin(2 )xπν πν− ,

( )32 cos(2 )xπν πν− , etc.  On voit que le terme ( )2 ni πν  décrit ces conversions successives, y

compris le passage des coefficients entre le domaine réel et le domaine imaginaire.  Donnons-en

une démonstration plus formelle en prenant d'abord:

2
( ) ( )f F i x

x e dπν
ν ν

∞

−∞
= ∫

Dérivons ( )f x  en tenant compte du fait que ( )Fν  et dν  sont constants par rapport à dx :

2
( ) ( )f F i x

x

d
e d

dx
πν

ν ν
∞

−∞
′ = ∫

( )2
( )F i xd

e d
dx

πν
ν ν

∞

−∞
= ∫

( ) 2
( )F 2 i xi e dπν
ν πν ν

∞

−∞
= ∫

Par définition, le terme entre parenthèse représente la TF de la fonction ( )f x′ .  En

appliquant la TF-Inverse, nous obtenons:

( )2
( ) ( ) ( )2 F f fi x

x xi e dxπν
νπν

∞ −

−∞
′ ′= =∫ TF

soit le théorème recherché.  À titre d'exercice, vous pouvez arriver à un résultat similaire pour

1es SF en utilisant la notation complexe.

Nous avons déjà vu une introduction au théorème du glissement, « shift theorem », avec

la notion de phase du chapitre 1, section B.  En particulier la figure 1.7, qui montre la variation

des coefficients nA  et nB  pour les valeurs entières de ν . Ce théorème se prouve en faisant le

changement de variable t tξ = + ∆ , avec ( )d d t t dtξ = + ∆ =

( ) 2
( ) ( )f f i t
t t t t e dtπν∞ −
−∆ +∆−∞

= ∫TF



( )2
( )f i te dπν ξ
ξ ξ

∞ − −∆

−∞
= ∫

2 2
( )fi t ie e dπν πνξ
ξ ξ

∞∆ −

−∞
= ∫

2
( )Fi te πν
ν

∆=

En plus de t∆ , ce facteur de multiplication comprend la variable ν .  C'est pourquoi une

comparaison directe avec la figure 1.7 peut être trompeuse.  Supposons qu'au départ la partie

imaginaire de ( )Fν  soit nulle et posons le déplacement t∆  égale à 1
2 .  La partie réelle de ( )Fν  sera

multipliée par ( ) ( )cos 2 costπν πν∆ = .  Dessinons ensuite cette variation sur la figure 1.7, où

nν = . Qu'obtiendrions-nous avec 1t∆ =  et avec 3
2t∆ = ?  Ce même principe s'applique à la

partie imaginaire de ( )Fν , qui dans notre exemple était nulle au départ mais ne l'est plus avec

0t∆ ≠ .  Que devrions-nous faire pour que la partie imaginaire de ( )Fν  reste nulle avec t∆ ?  La

réponse à cette question s'appelle le théorème de la modulation, par analogie avec la modulation

d'amplitude des radio-fréquences (la bande AM en anglais).

E- La transformée de Fourier 3d et la notation vectorielle.

La lecture de cette section servira principalement pour le chapitre VIII.  Ceux qui sont

intéressés par les applications de la TF peuvent se rendre directement au chapitre IV.  En 3

dimensions (3d), la TF s'écrit:

( )
( )1 2 3

1 2 3

2
( , , ) ( , , )3

1
f F

2
i x y z

x y z e π ν ν ν
ν ν ν

π

∞ + +

−∞
= ∫

Cette équation est plus simple à comprendre si on généralise à partir des Séries de Fourier

en 3 dimensions (SF-3d).  Une fonction périodique linéaire est une fonction à une dimension.

Nous savons déjà que nous pouvons trouver la SF d'une telle fonction, c'est-à-dire exprimer cette

fonction sous la forme d'une sommation d'ondes périodiques de fréquences croissantes.  De

même, nous pouvons faire la même chose pour les fonctions planaires (2d) et spatiales (3d)

périodiques; sauf que les ondes périodiques à additionner sont maintenant des vagues (ondes 2d)

et des variations de densité (compression- décompression, 3d) respectivement.  C'est ce que nous



avons fait au chapitre précédent, avec la diffraction aux rayons-X, avec la différence que même

si un cristal est à trois dimensions, nous ne pouvons l'analyser avec la diffraction aux rayons-X

que dans un plan à deux dimensions à la fois.  Il est donc nécessaire de découper l'analyse du

cristal en plusieurs plans dans différentes directions, que l'on réunit ensuite pour reconstituer la

structure 3d.

Si nous définissons les vecteurs ( ), ,r x y z=r  et ( )1 2 3, ,q ν ν ν=r , nous pouvons écrire la

TF-3d sous une forme abrégée en utilisant la définition du produit scalaire :

1 2 3q r x y zν ν ν⋅ = + +r r

d'où ( )( ) ( )3

1
f F

2
i q r

r qV
e dq

π
⋅= ∫

r r
r r

r

et ( ) ( )F f i q r
q rV

e dr− ⋅= ∫
r r

r r r

Le symbole 
V∫ indique ici que l'intégration se fait sur tous les vecteurs compris dans un

volume fini, pour les fonctions périodiques, et infini pour les fonctions non-périodiques.  Si nous

fixons la valeur de r
r

 ou de q
r

, alors 0A i q re ⋅r r
 représente une onde harmonique en 3 dimensions.

Comme la TF en trois dimensions nous sera utile pour le chapitre VIII, nous allons maintenant

l'expliquer en terme de diffusion.  Prenons deux atomes et plaçons le premier à l'origine.  Les

coordonnées rX  et rY  définissent la position de l'atome #2 par rapport au #1, figure 3.9.

Éclairons ces deux atomes avec de la lumière incidente iψ .  La différence de trajet entre les deux

rayons diffusés ,1dψ  et ,2dψ  sera de t d i∆ = ∆ − ∆ .  Si φ  et θ  sont les angles entre r
r

 et iψ  et

entre iψ  et l'axe des x, alors ( )cos cost r φ θ∆ = −r .  Définissons deux vecteurs unitaires dans les

directions d'incidence et de diffusion par iµr  et dµr  (unitaire signifie que leurs longueurs vaut 1).

La multiplication de r
r

 par cosφ  et cosθ  est alors égale au produit scalaire de r
r

 par dµr  et iµr

respectivement :

cos

r rr X X Y Y

r

µ µµ

µ φ

⋅ = +

=

r r

r r



Cette formule est décrite sur le diagramme de la figure 3.8:

Figure 3.8

La différence de trajet t∆  s'écrit maintenant :

d it r r r kµ µ∆ = ⋅ − ⋅ = ⋅
rr r r r r

avec le vecteur k
r

 représentant le résultat de la soustraction d iµ µ−r r ; il est représenté sur la figure

3.9 à droite.  Habituellement, cette différence de trajet est exprimée en terme de déphasage.  C'est

pourquoi nous le multiplions par le facteur de conversion 
2π
λ

 pour donner q
r

.  Ce dernier

vecteur s'appelle le vecteur de diffusion, il a une importance particulière.

Donnons un exemple de calcul :  sur la figure 3.9, les coordonnées de l'atome #2 sont

(2, 3).  La longueur de r
r

 est donc de 2 22 3 13+ =  et sa direction est égale à ( )1tan 3 2− , soit

56.3°.  Si l'angle de diffusion θ est de 35°, nous avons que φ  = 21.3°.  Donc:

3.36 2.0 1.36t d i∆ = ∆ − ∆ = − =



Figure 3.9

Figure 3.10



Les coordonnées de iµr  sont (1, 0), et celles de dµr  sont (cos 35°, sin 35°) = (0.819, 0.574).  Donc

d ik µ µ= −
r r r  = (-0.181, 0.574).  Calculons à nouveau la valeur de t∆  :

(2,3) ( 0.181,0.574)

0.362 1.72

1.36

t r k∆ = ⋅

= ⋅ −

= − −

=

rr

Nous allons donner une autre signification à k
r

.  Pour simplifier, prenons que la longueur

d'onde de la lumière, λ  , égale 1.0 et trouvons l'équation décrivant la position des points qui

auront une différence de trajet égale à cette longueur d'onde, soit 1t∆ =  ou 360° :

1.0 ( , ) ( 0.181,0.574)

0.181 1d'où:
0.574 0.574

x y

y x

= ⋅ −

= −

C'est l'équation d'une droite perpendiculaire à k
r

.  Elle est illustrée par un trait plein sur la

figure 3.10.  Tous les atomes qui seront situés sur cette droite seront en phase avec l'origine,

c'est-à-dire l'atome #l.  Vous pouvez calculer l'équation des points qui n'auront aucune différence

de trajet, ou de phase, avec l'origine ( )0t∆ = ?  Qu'obtenez-vous?  Cette équation est illustrée en

tiret sur la figure 3.10.  Quelle conclusion en tirez-vous?  Calculez l'équation des points ayant

une différence de trajet égale à 2λ  et indiquez-là sur la figure 3.10.  Cette analyse nouspermet de

faire la relation avec la loi de Bragg que nous avons vu au chapitre II.  Vous pouvez aussi

vérifier que l'espacement entre ces droites est égale à 1

k
r .

Ces lignes parallèles désignent les multiples d'un déphasage de 360°, soit nλ  et

représentent les maximum (ou crêtes) d'une onde harmonique tridimensionnelle.  Nous avons vu

l'exemple d'une telle onde à la figure 2.9 du chapitre 2.  En multipliant par le facteur de

conversion 
2π
λ

, nous voyons que la phase pour un point quelconque est de 
2

k r q r
π

φ
λ

′ = ⋅ = ⋅
r r r r

;

d'où l'équation pour l'onde harmonique tridimensionnelle:



( )
i q r

r Ae ⋅Ψ =
r r

r

En diffusion de la lumière, θ  désigne l'angle de diffusion.  La construction géométrique

de la figure 3.9b montre que :

2 sin
2ik
θ

µ=
r r

d'où
4

sin
2

q n
π θ
λ

=
r

avec n  = indice de réfraction

C'est l'équation de Bragg sous sa forme moderne.  Elle est identique à celle que nous

avons vu au chapitre II pour ses propriétés en diffusion et en diffraction.  (Note : la définition de

l'angle 8 n'est pas la même).
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Chapitre 4- Spectroscopie et tomographie RMN.

Introduction.

Pour la diffraction des rayons-X, l'utilisation des séries de Fourier est naturelle.  Mais

pour les autres méthodes de spectroscopie, quelles sont les avantages de la Transformée de

Fourier (TF)?  L'attrait de la TF provient d'une seule caractéristique : c'est l'opération

mathématique naturelle pour l'addition des ondes.  Ces ondes peuvent être d'ordre mathématique

(comme par exemple les fonctions sinus ou cosinus) ou physique (ondes électromagnétiques,

utilisées en spectroscopie).  Dans le cas des ondes physiques, il s'agit là d'une méthode

importante d'analyse puisque plusieurs des phénomènes physiques qui se déroulent autour de

nous ont une nature ondulatoire.  La façon par laquelle nous pouvons traduire la relation entre

une onde physique et sa TF en une application pratique prend cependant des chemins variés.

Nous verrons en premier lieu celui de la spectroscopie par Résonnance Magnétique Nucléaire

(RMN) et son développement le plus récent en médecine : la tomographie RMN.

A- Principe de base de la Résonnance Magnétique Nucléaire ( RMN )

Les noyaux d'une molécule tournent sur eux-même.  Pour les noyaux non-neutres, cette

rotation équivaut à un courant électrique, variable, qui s'accompagne d'un champ magnétique

associé: µ
r

.  En solution l'ensemble de ces vecteurs magnétiques est désorienté (Figure 4-1a).  Si

nous appliquons un champ magnétique externe 0H
r

, les noyaux se réorientent de façon parallèle

ou anti-parallèle entre eux mais avec un angle par rapport à 0H
r

.  Il est démontré en mécanique

classique que la présence d'un angle θ±  entre µ
r

 et 0H
r

 va exercer une force radiale (couple) sur

µ
r

.  Celui-ci va donc tourner autour de 0H
r

 selon une fréquence déterminée par l'équation de

Larmor : 0
0 2

Hγ
ν

π
= , avec γ  = rapport magnétogyrique (Figure 4-1b).  La direction θ+  (ou

direction parallèle) est très légèrement favorisée énergétiquement par rapport à l'autre direction;

il y aura donc un léger surplus des noyaux parallèles sur les non-parallèles.  Sur un total d'un

million, ce surplus n'est que d'une quinzaine. Néanmoins cela sera suffisant pour que la somme



totale des vecteurs µ
r

 ne soit pas nulle mais égale à un vecteur magnétique global M
r

 dans la

direction de 0H
r

  (Figure 4-1c).

Figure 4-1

La projection d'un vecteur µ
r

 sur le plan xy  donne un champ magnétique tournant dans

ce plan.  Ce champ magnétique 1H
r

 tournant est naturellement une onde électromagnétique (ou

onde radio, Figure 4-1b).  Pour M
r

 l'onde radio associée est nulle car M
r

 est perpendiculaire à ce

plan.  Mais si nous appliquons un second champ magnétique tournant selon la fréquence de

Larmor, il est possible d'incliner M
r

; de sorte que sa projection ne sera plus nulle (Figure 4-1d).

C'est le principe du RMN.  À cause de la présence des champs magnétiques secondaires portés

par les noyaux dans la molécule, le champ magnétique local 0H
r

 sera différent pour chaque

noyau.  La fréquence de l'onde radio associée sera différente pour chaque type de noyau. La

distribution de ces fréquences constitue le spectre RMN de la molécule (Figure 4-2 et Figure

4-3).



Figure 4-2

               

Figure 4-3

B- Le RMN pulsé par transformée de Fourier.

Pour mesurer le spectre RMN par la méthode ci-dessus, il faut faire un balayage constant

et mesurer l'énergie reçue à chaque fréquence.  C'est un processus long à cause de la faiblesse de

l'intensité mesurée.  L'idéal serait de pouvoir mesurer l'intensité de toutes les fréquences radio en

même temps.  Ces ondes radio étant périodiques, leur addition donne une fonction d'énergie qui

est elle-même périodique.  Dans un récepteur radio conventionnel, il existe un filtre (constitué

d'une résistance couplée en parallèle à une capacitance variable, le bouton du « tuner ») qui ne

laisse passer qu'une fréquence entre l'antenne et le détecteur.  Il suffit d'enlever ce filtre pour que

le détecteur puisse répondre à toute l'énergie radio reçue par 1'antenne.

Pour connaître la fonction d'énergie ci-haut, on excite toutes les molécules avec un

“flash” très intense de champ magnétique H
r

, qui comprend toutes les fréquences de Larmor

possibles.  Ce flash ne dure qu'une micro-seconde et on mesure ensuite l'énergie radio reçue en

fonction du temps.  Cette fonction étant périodique, il ne reste plus qu'à calculer les fréquences



radio par Série de Fourier (SF).  Le seul point technique qui reste à considérer est que le vecteur

M
r

 retourne tranquillement à sa direction 0H
r

 après le pulse selon une fonction exponentielle

décroissante (Figure 4-2).  La courbe telle qu'on la mesure suit donc l'apparence de cette

exponentielle - que l'on appelle en anglais “Free Induction Decay” ou FID - de sorte qu'avant de

calculer sa SF, il nous faut donc la normaliser en la divisant par une exponentielle.  Un exemple

de spectre FID pour les atomes de carbone de 1'α -pinène est montré à la Figure 4-4 ci-dessous.

Figure 4-4 : structure, spectre FID et spectre RMN-13C de 1'α -pinène.

Nous pouvons maintenant nous demander quel est l'avantage d'utiliser le RMN-Fourier.

Pour le phénomène de résonnance, seulement les noyaux porteurs de spin “résonnent”.  Avec la

mesure des hydrogènes d'un échantillon organique, il n'y a aucun problème car plus de 99% des

hydrogènes n'ont qu'un proton par noyau; ils sont donc porteur de spin.  Par contre le carbone



n'est composé qu'à 1.5% de 13C, l'isotope qui nous est utile.  Pour un échantillon dilué, le signal

sera si faible qu'il sera noyé dans le bruit de fond de l'appareil :  le rapport signal/bruit ( S/B )

sera donc très faible.  Cependant, il est possible d'améliorer ce rapport en faisant la moyenne de

plusieurs spectres et on peut démontrer que ce rapport S/B augmente avec la racine carré du

nombre de spectres utilisés.  Par rapport au RMN conventionnel, le RMN de Fourier est de cent à

mille fois plus rapide dans la mesure d'un spectre car il lit toutes les fréquences en même temps;

d'où son avantage.  Le spectre de l'α -pinène a été fait avec 200 passages, mais il est courant

d'avoir des spectres de plus de 10 000 passages.  (Dans ce cas, même en utilisant un RMN-

Fourier, une telle série de mesures prend une journée complète.)  Mentionnons également la

possibilité de prendre des spectres pour les intermédiaires réactionels ou pour les composés

chimiques à vie courte.

C- La tomographie RMN.

Lorsqu'un médecin observe une photographie aux rayons-X de son patient, il sait

reconnaitre la position des os et de quelques organes.  Cependant, s'il voit une tumeur, il ne

pourra pas en déterminer la localisation exacte à partir d'une seule photographie car celle-ci est

bidimensionnelle, contrairement au corps humain qui lui est tridimensionnel.  Il devra prendre

d'autres photos perpendiculaires s'il veut la situer plus avant et même là, à cause du flou créé par

les os et les organes, la position exacte d'une tumer reste souvent très vague.  Par exemple, si

celle-ci est située à l'intérieur du crâne, c'est tout juste s'il pourra dire de quel côté de la tête elle

se trouve.

Pour résoudre ce genre de problème, ce que l'on désigne par tomographie  regroupe un

ensemble de techniques utilisées pour obtenir des photos précises et tridimensionnelles du corps

humain.  La première de ces techniques développées fut la tomographie par rayons-X.  Un

ordinateur prend une série de photos qu'il recoupe ensuite par rétroprojection (Figure 4-5).  Le

calcul n'est pas aussi simple à effectuer que sur l'exemple illustré car les rayons-X sont absorbés

selon une expression exponentielle de l'épaisseur des matériaux (Loi de Beer-Lambert) et de leur

densité mais l'analyse mathématique en est connu.  Une autre méthode, de plus en plus utilisée,

remplace les rayons-X par un champ magnétique pour sonder l'intérieur du corps humain et en

obtenir des images tridimensionnelles: c'est la tomographie-RMN.



Figure 4-5 : illustration de la tomographie par rétro-projection.

La fréquence de Larmor d'un atome dépend du champ magnétique local.  En

spectroscopie RMN, on applique un champ homogène 0H  qui est modifié localement par les

noyaux voisins (Figure 4-2 et Figure 4-3).  En tomographie RMN nous relions cette fréquence à

la position de l'atome en utilisant une molécule homogène, comme les hydrogènes de l'eau, à

laquelle on applique un gradient de champ 0H
r

. Le terme gradient, indiqué ici par la petite flèche,

signifie que la valeur du champ 0H
r

 croit linéairement avec la distance x .  Dans l'échantillon, la

présence de molécules d'eau à la position 1x  donnera sur le spectre un pic à la fréquence 1f .  La

hauteur de ce pic sera déterminée par la concentration des molécules d'eau.  La Figure 4-6 donne

un exemple avec deux bacs d'eau de grosseur et de position différente.  Les ondes électro-

magnétiques utilisées en RMN sont des ondes radio.  Leur longueur d'onde est par conséquent de

l'ordre du mètre, ce qui les rend utilisables pour l'analyse du corps humain.



Figure 4-6

On ne peut utiliser ce gradient que dans une direction à la fois.  Pour passer à la 2e ou à la

3e dimension nous devons apporter certaines modifications.  La première solution a été

évidemment celle de l'inventeur de la méthode, Lauterbur, qui a utilisé la méthode illustrée à la

Figure 4-5.  Pour réaliser son expérience, il a pris deux capillaires remplis d'eau qu'il a placé dans

un appareil RMN modifié pour l'occasion.  La Figure 4-7 en illustre le principe en A et montre

en B le résultat tel qu'il l'a publié dans la revue Nature en 1973 (2).

Figure 4-7a : Relationship between a three-dimensional abject, its
twodimensional projection along the Y-axis, and four one-dimensional
projections at 45° intervals in the XZ-plane.  The arrows indicate the
gradient directions.



Figure 4-7b :  Proton nuclear magnetic resonance zeugmatogram of the
object described in the text, using four relative orientations of object and
gradients.

D- Le théorème du glissement  (“Time Shifting”)  et la 2e dimension.

À la place de la rétro-projection, les méthodes d'aujourd'hui utilisent la notion de la phase

φ  pour résoudre ce problème de la 2e dimension.  Dans le cas où nous glissons une fonction

quelconque d'une valeur τ sur l'axe des X, chaque composante de sa série de Fourier s'en

trouvera déphasée.  Comme la fréquence ν  est inversement proportionnelle à la longueur d'onde,

la grandeur de ce déphasage angulaire va dépendre également de cette fréquence ν  en plus de τ .

Comme nous l'avons vu à la section D du chapitre III, nous aurons alors:

( ) ( )2
( ) ( )f fi
x xe πντ

τ+ =TF TF (4.1)

Prenons deux ondes d'amplitude A  et A′ , de longueur d'onde identique.  Si nous les

additionnons ensemble, ces deux ondes n'en formerons plus qu'une d'amplitude tA A A′= +

(chapitre 1, section B).  Déphasons maintenant une de ces ondes, avant de les ré-additionner.

Nous obtiendrons toujours une seule onde, mais sa partie réelle (telle que calculée par TF) sera

maintenant de cosA A φ′+ .  En déterminant ce résultat en fonction d'un déphasage croissant,

nous pouvons trouver ainsi des renseignements sur les fonctions d'onde de départ.  Par exemple,

en notant le déphasage en cm, un maximum d'amplitude à tous les 10 cm nous indique que la

valeur de la longueur d'onde λ  est de 10 cm.  Un résultat encore plus intéressant, en ce qui nous

concerne, survient si nous appliquons ensuite une seconde transformée de Fourier; sur la base du



principe que la vitesse de déphasage par unité de temps ou de distance est elle-même une

fréquence.

Prenons trois ondes Ψ , ′Ψ  et ′′Ψ , d'amplitudes A , A′  et A′′ .  Déphasons maintenant

′Ψ  et ′′Ψ  mais en prenant une vitesse trois fois plus grande, soit3φ , pour ′′Ψ .  À chaque valeur

de φ  calculons maintenant la partie réelle de l'onde totale, c'est-à-dire la somme de Ψ , ′Ψ  et

′′Ψ  et portons là ensuite sur un graphique.  L'ensemble du résultat obtenu sera une certaine

fonction périodique.  Si nous appliquons une seconde transformée de Fourier à cette fonction,

nous retrouvrons les trois fréquences de déphasage, soit n = 0, 1 et 3 et la grandeur des

coefficients respectifs sera de A , A′  et A′′ .

En pratique nous procédons comme à la section C, mais en prenant une seule mesure

dans la direction X.  L'onde radio (spectre FID) générée par chaque molécule d'eau est alors du

type ( ) ( ) ( ), cos xx t xA A tω= , avec xω  représentant la fréquence des molécules d'eau à la position x .

Nous reprenons ensuite cette mesure, mais en appliquant d'abord un premier gradient 0,yH
r

,

appelé gradient codeur de phase et perpendiculaire au gradient 0,xH
r

 pendant un temps t′ .

Durant cette période, le spectre FID de chaque molécule aura le temps de progresser avec une

fréquence yω  dépendant de y .  À la fin du temps t′ , la phase de chaque molécule dépendra de

sa position  y  et vaudra ,y t ytφ ω′ ′= .  L'équation de chaque molécule sera donc de:

( ) ( )( ),( ) , ,, cos avec  = une constantet x y t y tt x xA A w t φ φ′ ′ ′= + (4.2)

Nous recommençons ce processus plusieurs fois, en prenant un temps t′  de plus en plus

long.  À chaque fois, le déphasage ,y tφ ′  sera donc de plus en plus important et sa variation en

fonction du temps représentera la fréquence yω .

En appliquant une transformée de Fourier à chaque mesure, nous obtenons d'abord les

fréquences xω  et les amplitudes ,x tA ′ .  Comme il est constant, le terme ,y tφ ′  n'a aucun effet sur la

fréquence calculée mais il influence l'amplitude de ,x tA ′  selon  ,cos y tφ ′ ,  C'est cette dernière

variation qui nous permet de révéler la seconde dimension suivant l'axe des Y.  Il suffit pour cela



d'aligner les résultats obtenus pour ,x tA ′  et d'y appliquer une seconde transformation de Fourier

pour obtenir le diagramme des valeurs de yω , soit la seconde dimension recherchée (Figure 4-8).

Figure 4-8 : En zeugmatographie de Fourier, on applique un gradient de champ
magnétique pendant un court instant juste avant que le gradient habituel G soit
déclenché.  On applique le second gradient, appelé gradient codeur de phase, dans
un plan perpendiculaire au gradient initial et on augmente progressivement son
amplitude à partir de zéro par étapes successives.  Après mesure du signal de
RMN et transformation de Fourier, on obtient une série d'images de plus en plus “
déphasées”.  On fait alors subir aux points correspondants à chacune des images
(lignes brisées colorées) une seconde transformation de Fourier pour construire
alors l'image finale.  Le terme zeugmatographie vient du grec zeugma, signifiant
ce qui relie.  il désigne en l'occurrence la manière dont l'échantillon couple le
champ de radiofréquence et le gradient du champ magnétique.

L'explication que nous venons de voir est évidemment simplifiée car la spectroscopie

RMN comporte plusieurs phénomènes.  Le raisonnement général reste cependant le même.  Dans

les références, le chapitre 2 dans Cohen (5) décrit quelques méthodes additionnelles mais le plus

intéressant reste l'article de Pykett dans la revue “Pour la Science” (1).
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